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Avertissement 

Ces notes sont encore provisoires. Certains passages n'ont pas encore ete relus correc- 
tement. 

Les marques @@ signifie qu'il faut completer ou revoir le passage. 

Le signe (*), signifie que le passage peut etre saute en premiere lecture, et sera proba- 
blement saute lors de l'expose. 

Merci de me communiquer toute remarque ou correction (d'orthographe, d'expression, 
ou sur le contenu physique ou mathematique). Les remarques d'ordre pedagogique seront 
particulierement les bienvenues : commentaires sur la progression pedagogique, sur les 
passages plus ou moins faciles a assimiler, et plus ou moins apprecies. 

Ces notes ont ete redigees en utilisant le logiciel fibre et gratuit LyX sous Linux. 
Pour les graphiques, nous avons utilise xfig ou inskcape. Pour les calculs numeriques, 



nous avons utilise entre autres la librairie graphique C++ root Pour certains calculs 



symboliques, nous avons utilise xcas (logiciel fibre et gratuit). 



0.0.1 Introduction 

0.0.1.1 But et objets de la mecanique quantique : 

Le role de la theorie quantique est de decrire le comportement et donner les lois devo- 
lution des constituants microscopiques de la matiere. Plus precisement, les phenomenes 
quantiques (que sont essentiellement des "phenomenes d'interferences" presentes plus loin) 
se manifestent pour des objets de petite taille Ax et/ou de petites impulsions Ap telles 
que 

Ax Ap ~ h 

avec la constante de Planck :[] 



h = 6.626 10~ M J.s 
on utilise aussi la constante appelee "h barre" : 

fi =A 

La theorie quantique est done essentielle en physique des particules, nucleaire, physique 
atomique, moleculaire et physique du solide. Par ailleurs, comme les phenomenes macrosco- 
piques resultent du comportement collectifs des objets microscopiques, la theorie quantique 
a des consequences indirectes mais essentielles a l'echelle macroscopique. 
Ordres de grandeurs (tire du cours de FX sur le Web) : 



1. Remarque sur les dimensions : d'apres les relations, p = m^E- et E — #— , on a, pdx = ... — 2E dt et 
on deduit que [x] [p] et [E] [t] ont les meme dimensions. 
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Systeme 


Masse (kg) 


Vitesse (m/s) 


Ouverture a (m) 


p.a/h 


Homme passant une porte 


70 


1 


1 


10 34 


Globule rouge dans capillaire 


10 -ie 


io- 1 


10" 4 


10 11 


Electron a travers une fente 


9 10" 31 


700 


10~ 6 


1 



0.0.1.2 Differences et relations entre mecanique classique et mecanique quan- 
tique 

o Le changement radical entre la mecanique quantique et la mecanique classique est 
essentiellement que en mecanique classique une particule est un objet ponctuel 
decrit par un point (x,p) dans l'espace des phases (position - vitesse), alors que 
en mecanique quantique, une particule est un objet etendu, decrit par une fonc- 
tion d'onde i/j(x). Une consequence est la possibility d'interferences. Le role de la 
mecanique est de donner les lois qui gouvernent revolution de ces objets. Ce sont 
les equations de Hamilton (ou Newton) dans le cas classique et l'equation de 
Schrodinger dans le cas quantique. 

o La theorie quantique est valable pour des constituants elementaires ou pour une 
assemblee de quelques constituants (atomes molecules) tant qu'il sont parfaitement 
"isoles" de leur environnement. Ici le mot "isole" signifie precisement que le sys- 
teme etudie ne modifie pas son environnement au sens ou il ne change pas l'etat 
quantique de l'environnement de fagon "significative". Voir discussion precise a la 



section |1.6.1| page [57| On ne peux pas parler de la fonction d'onde d'une balle ou 
meme d'une poussiere qui sont des objets non isoles. En principe une theorie com- 
plete devrait pouvoir decrire toutes les echelles de la nature. A l'heure actuelle on 
ne sait pas rendre compatible de fagon totalement satisfaisante, la theorie quan- 
tique avec l'aspect "classique" de la nature a l'echelle macroscopique. Cela est dis- 
cute depuis longtemps, voir le paradoxe du chat de Schrodinger. Voir par exemple 
|Cla88| . [HaT02] . |DEC+96 pour les developpements recents a ce sujet. 



o Si le systeme etudie n'est pas isole et influence un systeme exterieur, il est necessaire 
d'inclure ce systeme exterieur dans la description quantique. Cette affirmation sera 



justifiee page |168[ Sinon, on peut se contenter d'une description classique du systeme 
exterieur. 



0.0.1.3 Place de la theorie quantique en physique : 

On oppose : 

theorie Classique et theorie Quantique. 

Theorie non relativiste, relativiste et relativite generate (ou l'energie et la matiere in- 
fluenced la courbure de l'espace temps) ; 
Cela donne le tableau suivant : 

(A droite et en dessous, se trouve chaque fois une theorie supposee plus generale que 
la precedente.) 
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Mecanique : 


Classique 


Quantique 


Non relativiste 


Mecanique de Newton (1687) 


Mecanique quantique(1925) 


Relativiste 


Relativite restreinte (1905) 
Equations de Maxwell (1865) 


Theorie Quantique des champs (>1930) 


Relativite Generate 


Relativite generale (1916) 


... Ttheorie des cor des?... 



0.0.1.4 Autres remarques 

o Esprit du cours : introduction a la mecanique quantique ; presentation a travers 
des exemples physiques autant que possible. Les notions mathematiques ne sont 
introduites que lorsque elles sont jugees necessaires. 



0.0.1.5 Prerequis supposes 

o En mathematiques : notion d'espace vectoriel, de transformee de Fourier. 

o En physique : mecanique analytique, Hamiltonienne. Voir [FaulOcJ ou Section 0.1 

o En mecanique quantique : problemes ID stationnaire,... 

0.0.1.6 References conseillees : 

on insiste sur l'importance de travailler le cours avec des livres. 



Livres en francais : Cohen [CHE], Feynmann |Fey63| , Messiah [Mes64], Basvedant [Bas86j. 



Livres en anglais : 

o Bransden|BC89j, et plus difficiles : Sakurai[XJ85], Ballentine|EE90]. 

Aspects mathematiques : 

o Gustavson |SI00| . et plus avances : |Tay96a| , |RS72| . 

0.1 Rappels de mecanique classique 

La theorie de la mecanique quantique a ete decouverte par Heisenberg, Schro- 
dinger et d'autres au debut du XXeme siecle. Elle decrit la matiere par des 
"ondes de matiere" qui evoluent selon l'equation de Schrodinger. Ces ondes ont 
une signification probabiliste en physique. Avant, les constituants de la matiere 
etaient decrit par les equations de la "mecanique classique" (Newton 1686, Ha- 
milton 1833) qui sont des lois deterministes pour les trajectoires des particules. 
Nous rappelons quelques aspects de la mecanique classique dans cette Section. 
A la Section [T] suivante on expliquera le passage entre les descriptions classique 
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et quantique en terme de paquet d'onde, assimilable a une particule et avec le 
"principe de correspondance" (qui se formalise avec le theoreme d'Egorov). 

On appelle mecanique classique, les lois fondamentales de la physique en generale an- 
terieures a la mecanique quantique mais plus precisement les lois « non quantiques ». On 
discutera de cette distinction precisement plus loin. En mecanique classique il y a : 

o Les loi de Newton et de Hamilton : elles definissent les equations du mouvement 
pour les elements de matiere ou particules elementaires soumises a differentes forces, 
o Les lois de Maxwell : elles decrivent revolution des champs electromagnetiques et 
les forces qu'ils exercent sur la matiere chargee. 
Ensuite, avec la physique statistique (qui contient la thermodynamique), a partir de ces 
lois fondamentales, on peut decrire les « milieux continus » comme les gaz, les fluides, les 
materiaux, les plasmas etc.. 

La theorie de la relativite d'Einstein (relativite restreinte en 1906 puis relativite ge- 
nerate 1916) est consideree aussi comme une theorie de la mecanique classique (car non 
quantique). Elle propose un nouveau cadre theorique plus geometrique dans l'espace-temps 
pour formuler les equations de mouvement de la matiere et des champs electromagnetiques. 

0.1.0.7 Equations de mouvement : 

Notons x (t) G W 1 la position d'une particule a l'instant t G R. (il est habituel de 
considerer les dimensions d'espaces d = 1,2,3). La fonction t G R — > x (t) G R d s'appelle 
la trajectoire de la particule. 



Definition 0.1.1. « Loi de Newton 1687 ». La trajectoire d'une particule de masse 
m > 0 et soumise a une force F (x, t) G R d est determinee par l'equation differentielle 
ordinaire : 

d 2 x 
dt' 



m— = F(x,t) (0.1.1) 



avec la donnee des conditions initiales de position x (0), et vitesse || (0). 



II est preferable de transformer l'equation du deuxieme ordre en equation du premier 
ordre. Avec l'hypothese de force potentielle, cela donne les equations de Hamilton : 

Definition 0.1.2. On supposera que F (x,t) est une force potentielle c'est a dire qu'elle 
peut s'ecrire sous la forme particuliere^] : 

F- ( dV 9V \ - dV (0 12) 

\dx 1 ' " ' ' dx d J dx 

2. Localement il est necessaire et sufRsant que rot (F) = 0 
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avec une fonction V (x,t) G R appelee energie potentielle. Posons l'impulsion : 

dec 

p-=m— eR d (0.1.3) 

(JjL 

et introduisons la fonction reelle suivante, appelee Hamiltonien (ou energie totale) 

H{x,p,t) := ^-\p\ 2 + V(x,t) ER (0.1.4) 
(Le premier terme ^ \p\ 2 = \m |^| 2 s'appelle l'energie cinetique). 



Proposition 0.1.3. « Equations de Hamilton 1833 » Les equations de Newton (0.1.1) 
peuvent s'ecrire sous la forme : 

dx(t) _dH dp(t) _dH 
dt dp ' dt dx 

determinant un champ de vecteur V := sur l espace des phases (x,p) E 



(figure 0.1.1). 



Demonstration. On calcule 

dH 1 dx 
dp \q.ia\ vr? jo.i.3| i dt 

et 

OH dV d 2 x dp 

m- 



dx \o.ia\ dx \o.i.2\ \o.i.i\ dt 2 \o.i.3\ dt 

□ 



Remarque 0.1.4. L'aspect antisymetrique assez particulier des equations de Hamilton (0.1.5) 
laisse deja entrevoir d'une certaine fagon la mecanique quantique ondulatoire. En 1833 Ha- 
milton a utilise au depart ces equations pour exprimer l'optique geometrique des rayons 
qui n'est qu'une approximation de l'optique ondulatoire |GS90j . Nous verrons de fagon 
analogue que la mecanique classique est une approximation de la mecanique quantique 
ondulatoire. 



0.1.0.8 Exemples 

II faut savoir que pour les problemes a un degre de liberte, d = 1 (done l'espace des 
phases est (x,p) G R 2 de dimension 2), et H (x,p) independant de t, alors les equations 
du mouvement sont solubles. En dimension plus grande elles ne le sont pas en general, 
sauf exceptions comme le probleme a deux corps qui est soluble car il se ramene en fait a 
un probleme a un degre de liberte. Plus generalement ces problemes solubles sont appeles 
systemes integrables |Arn76] . L 'etude du chaos deterministe est consacree au contraire 
a l'etude des problemes parmi les « plus simples » qui ne sont pas solubles. 
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P 



Champ de vecteurs 



V 



x 



y Flot au temps t 
(z(t),£(t)) = <M*o,£o) 



Figure 0.1.1 - Champ de vecteurs de Hamilton V et flot Hamiltonien <fi t dans l'espace des 
phases. 



Exemple 0.1.5. « Le probleme a deux corps » C'est un systeme integrable d'impor- 



tance historique car c'est par lui que Newton a ecrit (0.1.1 ) en 1687. A l'echelle du systeme 
solaire, on peut considerer la Terre comme un point de masse m = 6.10 24 kg a la position 
iGR 3 soumise a la force d'attraction gravitationelle de la part du soleil (situe en x = 0) : 

F(x) = -C- 



|2 
\X\ 

avec u — A vecteur unitaire et C — Q ■ m • m s avec la masse du soleil m s = 2.10 30 kg 

et la constante de gravitation universelle Q = 6, 67.10~ n N.m 2 .kg~ 2 . Cette force derive de 
l'energie potentielle 

V{x) = -C T - y (0.1.6) 

L'equation du mouvement obtenue est = (x) = —Q-ms^. Remarquer que curieu- 
sement la masse de la Terre n'y intervient pas. Cela signifie que par exemple une poussiere 
(ayant une autre masse) qui serait a la place de la Terre (meme position et meme vitesse) 
aurait la meme trajectoire autour du Soleil. Cette remarque appelee « principe d'equi- 
valence » a conduit Einstein a la theorie de la relativite ou la gravitation n'est plus une 
force mais decoule de la geometrie de l'espace temps. 

De fagon analogue mais a une toute autre echelle, dans un atome d'hydrogene, un 
electron de masse m = 9,31.10~ 31 kg est soumis a la « force de Coulomb » de la part du 
proton 

u 1 
F( x ) = -C — , V(x) = -C'-- 
\x\ \x\ 
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avec C = k c q.q ou q — 1.6 10~ 19 C est la charge elementaire de l'electron et du proton et 
kc = 9.10 9 Nm 2 C~ 2 est la constante de Coulomb. 

Dans ces deux problemes, grace a la forme particuliere de V (x), on peut resoudre exac- 
tement les equations du mouvement et obtenir que les trajectoires de la planete (respect, de 
l'electron) sont des ellipses (ou paraboles ou hyperboles selon la condition initiale) |Arn76| . 



Exemple 0.1.6. « Puits de potentiel, oscillateur Harmonique ». A une dimension 
d = 1 on s'interesse a une particule pres d'un minimum local de l'energie potentielle V (x) 
que Ton suppose en x = 0 avec V (0) = 0. Par developpement de Taylor, on ecrit : 

V (x) = -kx 2 + O (x 3 ) 

avec k = 0 (0) > 0. En ne gardant que ce premier terme (comme premiere approximation) 
le Hamiltonien s'ecrit : 

H(x,p) = — p 2 + -kx 2 (0.1.7) 

et s'appelle le modele de l'oscillateur harmonique. Les trajectoires sont des ellipses dans 
l'espace des phasesFJ voir figure 0.1.2 



p A 




Figure 0.1.2 - Une trajectoire de l'oscillateur harmonique dans l'espace des phases. La 
position x (t) et la vitesse v (t) = ^p (t) oscillent en quadrature. 



3. Avec le changement de variables X := \ %x, Y := —¥= et posant u) := \ —, Z = X + iY, (0.1.51 



donne l'equation de mouvement ^jf = —iujZ qui donne le mouvement de rotation Z (t) — Z (0) e lujt 
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Chapitre 1 



Une particule quantique sans spin, a 1 
dimension (I) 

Dans ce chapitre il y a beaucoup de rappels du cours de licence, mais avec une presen- 
tation aussi un peu plus formelle. Nous allons etudier une particule quantique se deplagant 
a une dimension x. II s'agit d'une particule sans degre de liberte interne (sans spin). 

Pour fixer les idees, il peut s'agir d'un atome vibrant au coeur d'un materiau ou dans 
une molecule, soumis aux forces des atomes voisins. II peut aussi s'agir d'un electron libre 
se deplagant dans un fil conducteur (en oubliant le spin). 

Dans les premieres sections on suppose que la particule quantique est isolee de son 
environnement. Precisement cela signifie que son mouvement n'influence pas le reste de 
la nature (les particules environnantes). Par contre on accepte que son environnement 
exerce sur elle une certaine force F decrite par une fonction energie potentielle V(x), 
d'apres la relation F(x) = —dV/dx. (La force pouvant meme dependre du temps, mais 
nous la supposerons independante du temps dans ce chapitre). 

Avec ces hypotheses, la theorie quantique nous permet de decrire l'etat dynamique de la 
particule par une fonction d'onde. Bien sur pour etre valables en pratique, ces hypotheses 
necessitent des approximations. II est important de noter que le terme "particule" sera 
employe mais que c'est un terme trompeur, puisqu'il faut imaginer une onde qui est 
un objet etendu et non ponctuel. 

1.1 Espace des etats : les fonctions d'ondes 

1.1.1 Espace vectoriel des fonctions d'ondes 

Une fonction d'onde permet de decrire l'etat spatial d'une particule. C'est une fonc- 
tion a valeurs complexes. Si l'espace est a une dimension (parametre par la position igM), 
une fonction d'onde est : 
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L'ensemble des fonctions d'ondes note H forme un espace vectoriel complexe car si 
ipi,ip2 £ H, alors la somme et le produit par une constante complexe appartiennent aussi 
a cet ensembleQ : 



si ipi, ^ G H et A e C alors : 



4> = Xipi e H 



(1.1.1) 

(1.1.2) 



Mais il s'agit d'un espace vectoriel de dimension infinie (voir plus loin) ; cela est lie 
au fait que une fonction if) est determinee par les valeurs de if)(x) prises en une infinite de 
valeurs de x differentes. 

Dans la notation de Dirac on convient de representer une fonction d'onde ip par le 
symbole \ip) et appele ket. Ainsi on ecrira pour eq. (1.1.1) 



|y> = |^> + l^>, 



|0>=A|^>. 

II n'y a rien de nouveau dans cette notation, sauf peut etre l'image que Ton se fait d'une 
fonction d'onde. L'image traditionnelle est une fonction x — > ip(x) representee par son 
graphe. Dans la notation de Dirac, on imagine plutot un point de l'espace vectoriel H, 
(qui est l'extremite d'une fleche). Cette image vectorielle suggeree par Dirac (et les mathe- 
maticiens) a des avantages certains, mais notre imagination ne permet pas de depasser la 



dimension trois, alors que H est de dimension infinie! Voir figure (1.1.1). 



1.1.2 Exemples importants 

Voici deux exemples importants de fonctions d'ondes a une dimension. On se contente de 
donner ici leur expression et representation. Leur interpretation physique et mathematique 
sera donnee plus loin. 

1. En mathematiques, un groupe est un ensemble G munit d'une loi interne notee . : (G,G) — > G qui 
est associative, c'est a dire Va, b, c, a.(b.c) = (a.b).c telle qu'il y ait un element appele identite, note 1, 
verifiant : l.g = q.l = g, Vg G G, et tel que tout element g € G ait un inverse note g^ 1 , c'est a dire : 
VgeG^g- 1 eG, g.g- 1 =g-\g = l. 

Un groupe est dit commutatif si V g, h £ G, g.h = h.g. Dans ce cas il est habituel de noter la loi 
interne par le signe + (g.h — g + h). 

Un espace vectoriel complexe E est un ensemble munit d'une loi interne notee +, telle que (E, +) 
est un groupe commutatif, et munit d'une loi externe notee . :(C, E) — > E qui est distributive par rapport 
a la loi + ; A. (v + w) = X.v + X.w. 

On parle d' espace vectoriel reel si la loi externe est : (R, E) — > E. 



1.1. ESP ACE DES ETATS : LES FONCTIONS D'ONDES 
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Vision fonction d'ondes 



Vision vectorielle (Dirac) 



¥(x) 




V|/( X )= \|/j(x)+¥ 2 ( X ) 




¥i00 





l<l»=l¥i >+l¥ 2 > 



l¥ 2 > 




(Kx)= A,¥ito 




|<|)>=A,|\|/i> 



Figure 1.1.1 - Cette figure illustre l'aspect vectoriel de l'espace des fonctions d'ondes. 

1.1.2.1 Les ondes planes 

L'onde plane d'impulsion p E K est : 




Remarque : l'interet du prefacteur sera montre plus loin, avec la relation de fermeture, 



cf eq(1.5.9). 



1.1.2.2 Paquet d'onde Gaussien 



Le paquet d'onde Gaussien de position moyenne x 0 G K, d'impulsion moyenne 
p 0 G K et de largeur a G R est : 
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Figure 1.1.2 - Onde plane, avec p > 0, voir (11.1.31). 



Vw(*) = ^174 <*P ^. X J exp ^ ^— j (1.1.5) 

\xo,po,a) : notation de Dirac (1.1.6) 





Figure 1.1.3 - Paquet d'onde Gaussien, voir (1.1.6) 



Remarques : 

o la valeur du prefacteur sera justifiee plus loin, pour des raisons de normalisation, 
voir exercice 11.1.21 

o Lorsque la largeur a — > oo, le paquet d'onde Gaussien tend vers une onde plane 
d'impulsion p 0 (a condition de modifier aussi le prefacteur). 
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1.1.3 Le produit scalaire 



Afin de pouvoir distinguer de maniere quantitative deux fonctions d'ondes differentes, 
on introduit le produit scalaire. 

Le produit scalaire Hermitien de deux fonctions d'ondes |-0i) et \ip 2 ) est le nombre 
complexe note (i/)i\ij} 2 ) defini par[^]: 



(ipi\ip 2 ) = / ip 1 (x)i/j 2 (x)dx 



(1.1.7) 



ou ipi(x) est le nombre complexe conjugue de ipi(x). (Une difficulte mathematique 
apparait : on doit se restreindre aux fonctions pour lesquelles l'integrale a un sens, i.e. 
n'est pas divergente. Cela definira l'espace de Hilbert, voir plus loin.) 

La notation de Dirac (ipi\ip 2 ) pour le produit scalaire fait clairement intervenir les deux 
vecteurs \ipi) et \i/j 2 ), mais aussi la notation (ipi\ qui corresponds au fait que Ton a prit le 
conjugue de la fonction ip\{x). 

Comme en geometrie Euclidienne, on peut interpreter le produit scalaire (V'iIV^) comme 
la composante du vecteur \ip 2 ) projetee orthogonalement sur le vecteur \ipi). Voir la figure 
1.1.4 Intuitivement (V'll^) renseigne done si la fonction if) 2 (x) est plus ou moins "compo- 



see" de la fonction ipi(x) 



l¥ 2 > 




\Wj> X (<\|/ >) |\|/, > 

<¥il¥i> 



Figure 1.1.4 - Schema du produit scalaire de deux fonctions d'ondes. 
Les deux fonctions sont orthogonales si (ipi\ip 2 ) = 0. 

Comme en geometrie Euclidienne, \\ip\\ 2 = definit la norme au carre de la fonc- 

tion tp. En terme de fonction, cela donne[^] 

\m 2 = ^m = / mx)\ 2 dx >o 

2. Par definition, un produit scalaire Hermitien (ipt\lp2) G C sur un espace vectoriel % doit verifier 
les proprietes suivantes : 

1. (V'2|'0i) — {i } i\i ) 2) (complexe conjugue). 

2. (^ 1 |AV> + fJ.ip) = \(4>i\ip) + fj,(tj}i\(p) : linearite a droite 

3. > 0 avec egalite si et seulement si = 0. 

On deduit de (1) et (2) l'antilinearite a gauche : (Xip + n<p\<fi) = A(i/>|</>) + ~p{(p\<f>). Dans le cas present, ces 
trois proprietes sont verifiees ci-dessous. 

3. Comme ||^>|| £ M, cette equation montre que |?/>(:r)| 2 dx n'a pas d'unite, et done que en dimension 
1, ip(x) a l'unite de "1 /-^longueur". 
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et done la norme carre ||V>|| 2 est la surface sous la courbe positive |-?/>(a;)| 2 . 

On dit qu'un vecteur est normalise si \\ip\\ = 1, c.a.d. (ip\ip) = 1 . Cela signifie en 
terme vectoriel que le vecteur est de longueur 1. En terme de fonction cela signifie que la 
surface sous la courbe |?/>(x)| 2 est egale a 1. 



(Cette notion sera essentielle page 63 pour interpreter |^/>(a;)| 2 comme une densite de 



probability de presence lors de la detection de la particule, voir eq( 1.6.3)).^] 



II faut remarquer qu'il y a des fonctions dont la norme est infinie. Par exemple pour 



une onde plane, (ip p \ip p ) = f M (l/h)dx = oo d'apres (2.2.22). L'espace des fonctions pour 
lesquelles la norme est finie sera note H dans la suite et appele l'espace de Hilbert^des 
fonctions d'ondes (appele aussi l'espace des fonctions de carre sommable). D'un point de 
vue physique cette restriction sera importante pour parler de la probability de presence de 
la particule lors de sa detection, et d'un point de vue mathematique, e'est aussi important 
car l'espace de Hilbert aussi note : 

U = L 2 (R) 

possede des proprietes tres interessantes, notamment vis a vis de la transformee de Fourier, 
voir |RS72l |CB73| . et se prete bien a la theorie spectrale. 

Exercice 1,1,1, Montrer que l'espace des fonctions de carre sommable est un espace 



vectoriel. (il faut verifier les relations (1.1.1)). 



Exercice 1,1,2, Montrer que le paquet d'onde gaussien (1.1.6) est normalise. 



Exercice 1,1,3, Calculer le produit scalaire entre deux paquet d'ondes Gaussien \xo,po, a) 
et \x' 0 ,p' 0 ,a), et interpreter le resultat. 

Remarques et proprietes utiles : 

o On a pour A G C, 



(ipi+Hfa) = (Alfa) + (Hfa) 



4. En general pour un produit scalaire hermitien, on peut montrer les deux proprietes suivantes : 

1. |('0|</5)| 2 < (t/j\ijj) (ip\(p) : inegalite de Schwartz 

2. \\ip + ip\\ < + \\ip\\ : inegalite triangulaire 

Ces deux egalite sont verifiees si et seulement si les deux vecteurs sont colineaires (i.e. I^) = X\ip)) 

5. Une definition precise de cet espace est 



% = L (R) := {ip G C 0 °° (R)} 

ou (]R) := {(p E C°° , 3R > 0, V \x\ > R,ip (x) = 0} est l'ensemble des fonctions infiniment derivables a 
support compact (i.e. nulle en dehords d'un intervalle) et qui sont done de carre sommable et {.} signifie 
la fermeture ou completion pour la norme \\ip\\ :— \J (ip\ip) (i.e. on considere toutes les limites possibles des 
suites de Cauchy, Voir | HS7*J page 39). 
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Demonstration. = J ipi(x)^2(x) dx = J ^i(x)ip 2 (x) dx = (^IV'i)- etc --- 

□ 

o D'autres espace de Hilbert que Ton rencontre souvent pour decrire une particule a 
une dimension sont 

— Pour decrire une particule confinee dans le segment x G [0,L], c'est l'espace des 
fonctions de carre sommable i/)(x), s'annulant en dehors du segment, et note : 

n = L 2 ([0,L}) 

— Pour decrire une particule confinee sur un cercle S 1 (par exemple un electron 
dans un petit fil conducteur circulaire, appele fil quantique), c'est l'espace des 
fonctions de carre sommable periodiques ijj (9), ou 9 est la position angulaire sur 
la fil circulaire, et note : 

n = l 2 (s 1 ) 



— II est parfois utile de considerer d'autres produits scalaires que (1.1.7) (et d'autres 
normes associees). C'est ainsi que Ton defini les espaces de Sobolev par 
exemple |Tay96a| . 

1.1.4 Vecteur dual, espace dual 

Mathematiquement, on peut interpreter le produit scalaire autrement : pour \<f>) e H. 
vecteur fixe, l'operation note ((f>\ (en notation de Dirac) : 

H — >• C 

est une application qui a un vecteur quelconque \ip) lui associe un nombre complexe (le 
resultat du produit scalaire avec \<f>)). Cette operation est lineaire car (<j>\\ipi + fifo) = 
X{(p\ibi) + //(</>|^> 2 )- On dit alors que {<f>\ est une forme lineaire sur H, ou aussi appele un 
vecteur dual. L'espace des vecteurs duaux (formes lineaires sur H) est note H*, et appele 
espace dual. Le vecteur dual (<f>\ est aussi appele bra (dans la litterature physique). 

On vient de voir que a partir d'un vecteur \(j>) e %, on peut construire un vecteur dual 
note ((f>\ G H*, grace au produit scalaire. Inversement, un theoreme important (le Lemme 
de Riesz, voir |RS72] page 43) montre que tout vecteur dual s'obtient de cette fagon. On a 
done l'isomorphisme de Riesz : 

|0) 6 H -)• (0| G W 

definit a partir du produit scalaire. 
II est important de noter que 

si |0) = A|y>i> + j#2>, 

alors (0| = A(V>i| +^("021 

Si la notion de vecteur dual vous parait trop abstraite, il suffit de retenir qu'un vecteur 
dual (0| sert a effectuer le produit scalaire (0| , 0) avec un autre vecteur. 
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1.2 Operateurs differ entiels x,p, H 

1.2.1 Definitions 

Un operateur transforme une fonction d'onde (un vecteur) en une autre fonction 
d'onde (autre vecteur). C'est done une operation dans l'espace des fonctions d'ondes H. 
Voici la definition des trois operateurs x,p,H d'apres leur action sur des fonctions. On 
donnera plus loin leur interpretation physique et mathematique, ce qui justifiera leur defi- 
nition. 



>=H |\|/> 




Figure 1.2.1 - Schema d'un operateur qui transforme les vecteurs. 



Operateur de position x 



x\tp) defini par <f>(x) = xip(x), Wx e R. 



(1.2.1) 



Operateur d'impulsion p 




Operateur Hamiltonien (ou energie) H 



|0) = HU) defini par H = ^— + V(x) 

2m 



done (f)(x) 



h 2 d 2 i) 
2m dx 2 



x) + V(x)ip(x), G 



(1.2.3) 



1.2. OPERATEURS DIFFERENTIELS X, P, H 
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On dit que ce sont des operateurs differentiels car ils sont definit a partir de l'ope- 
ration de derivation et de multiplication par la fonction x. 

Exemples (*) : Supposons (sans se soucier des unites) que ip(x) = exp(— x 2 ). 
Si |0 >= x\ip > alors 4>{x) = xexp(— x 2 ). 
Si |0 >= p\tp > alors 0(x) = — ih2x exp (— x 2 ). 

Si |0 >= H\ip >et V(x) = gx 4 , alors <p(x) = (gx 2 — Ah 2 /{2m)) x 2 exp(— x 2 ). 

1.2.2 Operateurs lineaires 

On dit que x,p,H sont des operateurs lineaires d'apres la definition suivante. 



Definition 1.2.1. Un operateur f est un operateur lineaire si 

VlVi >, 1^2 >e H, VA g c, 
alors T(A|^i >) = A (f |Vi >) 

et f > +1^2 >) = > +f\i/> 2 > 



Proprietes et remarques (*) 

o On convient souvent de mettre un "chapeau" sur le symbole d'un operateur. Parfois, 

on omettra cette convention lorsque ce sera clair. 
o L'ensemble des operateurs lineaires sur 7-L forme un espace vectoriel, note C(7i). (a 

verifier. On peut aussi associer le produit scalaire de Hilbert-Schmidt comme 

(Ti|f 2 ^ := Tr (T+Ts) lorsqu'il est defini). 

o Si T\, T\ sont deux operateurs lineaires, alors TiT 2 (la composition) est aussi lineaire. 
o x,p,H sont des operateurs lineaires. 

o L'operation qui transforme un vecteur en lui meme (c.a.d. operation qui ne fait rien) 
est une operation lineaire, appelee l'operateur identite : 

/: |0 >eU^ \(f)>eH. 

o Cette propriete de linearite est tres "contraignante" pour la transformation T, car 
pour connaitre son action sur n'importe quel vecteur, il suffit de connaitre son action 



sur une base, (voir page 41). 



o Remarquons que ip (x) = £ L (M), car < oo. Mais si |0) = x\ip), on a 

4> ( x ) — ^ L 2 (M) car (0|0) = oo. On dit que 0 n'appartient pas au domaine de 
definition de l'operateur x . La notion de domaine de definition est essentielle pour 
faire la theorie mathematique correcte des operateurs lineaires non bornes. (Voir 
|RS72] chapitre VIII). 
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1.2.3 Operateurs adjoints et autoadjoints 

Dans la suite, on utilise la notation : 

|f v> >= f|v >e n. 



Definition 1.2.2. Si f : H — > H est un operateur lineaire, l'operateur adjoint de f 

est l'operateur lineaire, note T + , verifiant : 

< 0|T + ^ >=< T0|^ >, V|0>,|^>G^. 



Proprietes et remarques 

o la relation ci-dessus definit bien l'operateur adjoint et de fagon unique (on ignore 

ici les questions de domaine, voir [RS72J page 252). 
o On a 

(f + y = t 

preuve : < <f>\f >=< f + (p\^ >= < ifj\f+4> > = < fy# > =< 4>\f^ > 
o On a 

{f^Y = f+f+ 
(f^f^" = f+ + f+ 
(f n Y=(f + y :pourneN 

preuve : < cp\ (TiT 2 ) + \ip >=< f&flip >=< f 2 (f>\f+iP >=< (j>\f+ffip >. 
Notation de Dirac : Pour un operateur lineaire, on note < 4>\f\ip > pour signifier : 



< (j)\f > = < (j)\f^ > = < f > 



1.2. OPERATEURS DIFFERENTIELS X, P, H 
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Definition 1,2,3. L'operateur lineaire T est autoadjoint ou hermitique si T = f + 

c'est a dire si 

< <j>\f ip >=< T0|^ >, V|0>,|^>- 



Proposition 1,2,4, x,p,H sont des operateurs autoadjoints. 



Une consequence de cette propriete est donne plus loin. Voir (1.3.2) page 30 
preuve (TD) : pour tout vecteur 4>, tp G (R), 



< (f)\x +r ip >=< x(p\ij) >= / xcpip dx = / (f>xijj dx =< 4>\xi/j > 



Idem pour V(x). 
Et 



< <^|p V > =< P<M >= / — ^ ( J ipdx 

f dtp 

ih I -j- ip dx = —ih / 4>-f- dx =< (j)\pijj > 



dx ./ dx 

ou on a utilise la formule d'integration par partie 



+oo 



-ip dx + / 4>-j- dx 



dx I dx 



et le fait que [4>ip]f^ = 0. Finalement, 



Exercise 1,2,5. On considere les operateurs Aj (z = 1, . . . , 6) sont definis comme suit sur 
l'espace des fonctions a une variable ip ( x ) : 

(Axip) (x) = {ip{x)f ; (A^p) (x) = x 2 ip(x) 

(A 2 iP) (x) = d ^l ■ (A 5 V) (x) = sin(^(x)) 

(A#l>) (x) = £ dx' ■ (Ad;) (x) = *gp 

1. Lesquels sont des operateurs lineaires ? 

2. Parmi les operateurs lineaires, lesquels sont autoadjoints ? 
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1.3 Evolution d'un etat quant ique 

1.3.1 L'equation d'evolution 

L'equation de Schrodinger specifie comment l'onde quantique ip(x,t) de la particule 
evolue au cours du temps. En notation de Dirac, cette equation donne la loi d'evolution 
du vecteur \ip(t) > dans l'espace de Hilbert H : 




c'est a dire que en notation de fonctions d'ondes d'apres |1.2.3| page [26] : 

dip h 2 d 2, 

dt ' 2m d 2 x 



dip H 2 d 2 ip 
ih— (x, t) = — — (x, t) + V(x)ip(x, t) : Vx, t 



Remarques 

o Remarquer que Ton utilise la derivee "droite" d/dt si il y a une seule variable, ici t 
pour le vecteur \ip(t)), et que Ton utilise la derivee partielle d/dt si il y a plusieurs 
variables, ici (x,t) pour la fonction ip (x,t). 

o L'equation de Schrodinger donne precisement la modification instantanee de l'onde 
a un instant precis. Cette modification depend de la masse de la particule et aussi 
des forces qu'elle subit a travers la fonction potentiel V(x). Pour cette raison on dit 
que l'operateur Hamiltonien H est le generateur de revolution temporelle. 
L'equivalent de cette equation d'evolution en mecanique classique est l'equation de 
Newton, ou plus precisement les equations de Hamilton du mouvement. 

o C'est une equation lineaire, et done si Ton connait revolution de \ipi(t) > et de 
\ip2(t) >, alors la somme 1 0(0) >= |'0i(O) > +\ip 2 (0) > evolue comme la somme des 
evolutions : \4>{t) >= \ipi(t) > +\ip2(t) > . C'est une propriete tres forte, importante 
pour la suite qui s'appelle aussi le principe de superposition. De meme le produit 
102(0) >= A|^(0) > evolue comme \<p2(t) >= X\ip(t) >. Pour cela on peut dire 
que \\ip(t) > et \ip(t) > ont le "meme comportement". (En termes mathematiques, 
revolution est definie sur l'espace projectif P (H). Voir cours de Master 2 [Faul OaJ 
a ce sujet). 

o D'apres l'equation de Schrodinger, la fonction d'onde conserve sa norme au 
cours du temps : 

ll^f (t) =< ip(t)\ip{t) >= const (1.3.2) 

preuve : 

d{< tp\ip >)/dt =< dip/dt\ip > + < ip\dip/dt >=< -iHip/h\ip > + <ip\- iHip/h > 

= (i/h) (< ip\H + ip > - < ip\Hip >) = 0 



1.3. EVOLUTION D'UN ETAT QUANTIQUE 
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car H est autoadjoint. Cela montre l'importance du fait que H + = H . □ 
Exercice 1. montrer de meme que le produit scalaire est conserve < i/j(t)\(f>(t) >= cste. 

1.3.2 Exemples devolutions d'ondes (images et films) 



Cette section se trouve sur la page Web : http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ 



'f aure/ enseignement/meca_q/ animations/} ou Ton peut voir des animations, en plus 



du texte reproduit ci-apres. 



1.3.2.1 Presentation generale 

Hormis quelques cas particuliers, il est impossible de resoudre analytiquement l'equation 
de Schrodinger. Pour des problemes simples avec peu de degres de liberte, il est possible de 
la resoudre numeriquement (i.e. avec un ordinateur). Dans cette section, nous presentons 
des solutions obtenues en resolvant numeriquement cette equation. 

o pour differentes conditions initiates (des paquets d'ondes gaussiens, ou des ondes 
stationnaires), 

o pour differentes forces externes (choix du potentiel de la forme V (x) = 0,V (x) = x 2 , 

V (x) =x 2 + \x\ V (x) = -x 2 + Ax 4 ), 
o et comparaison avec revolution d'une particule (ou nuage de particules) classique 

soumise aux memes forces, evoluant avec l'equation de Newton, 
o II y aura des commentaires sur l'etalement de la fonction d'onde du a la dispersion, 

et sur l'effet tunnel, 
o Et des commentaires sur la necessite de voir la mecanique quantique dans 

l'espace des phases. 



Modele etudie : La dynamique est specifiee par son Hamiltonien (l'energie de la parti- 
cule), qui est de la forme : 

2 

H(x,p) = ^- + V(x) 
2m 

ou m est la masse de la particule, et V(x) est le potentiel qu'elle subit. (La force est 
F(x) = -dV/dx). 

L'etat quantique initial est un paquet d'onde Gaussien de largeur L. L'evolution de la 
particule classique est obtenue en resolvant numeriquement les equations de mouvement 
de Newton (ou Hamilton). L'evolution de la fonction d'onde quantique est obtenue en 
resolvant numeriquement l'equation de Schrodinger. Dans la suite les parametres suivants 
sont choisis : 



m = 

h = 

a = 



1 
1 
1 



: masse 
: constante de Planck 
Largeur du paquet d onde Gaussien 
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1.3.2.2 Definition de la representation de Husimi dans l'espace de phase 

Nous utilisons une representation d'un etat quantique dans l'espace de phase : la re- 



presentation de Husimi. Cette representation sera etudiee page |141| Pour le moment 
nous donnons sa definition qui est intuitive et naturelle : 
C'est la fonction : 

Hus^ (x,p) = \(x,p\ip)\ 2 

qui est obtenue en faisant le produit scalaire entre l'etat \ip) et un paquet d'onde Gaussien 
\x,p), et faisant varier (x,p). Le paquet d'onde \x,p) est relativement "localise" en position 
et en impulsion et done, intuitivement, ce produit scalaire sonde la presence de l'etat 
quantique a la position (x,p) de l'espace de phase. Autrement dit, si la fonction Hus^ (x,p) 
est importante au point (x,p), c'est que le produit scalaire (x,p\ip) est important et done 
que l'etat quantique est "fortement" compose du paquet d'onde \x,p). 



1.3.2.3 L'oscillateur harmonique 
Potentiel : 



V{x) 



-x 



L'etat classique initial est choisi en x 0 = 8, p Q = 0. 



Dynamique dans l'espace de configuration x(t) Voir figure (1.3.1). 
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Commentaires 

o Le point bleu de la figure de gauche montre la position x(t) de la particule classique. 
On a represents la valeur E de l'energie totale et la fonction energie potentielle V(x). 

o Sur la figure de droite, on a represents le module carre de la fonction d'onde quan- 
tique : \ip(x, t)\ 2 , qui s'interprete comme la densite de probabilite de presence de la 
particule. 



1.3. EVOLUTION D'UN ETAT QUANTIQUE 



33 



Observations 

1. II y a une correspondance parfaite entre la position de la particule classique et celle 
du paquet d'onde quantique a tout instant. 

2. Le paquet d'onde garde sa forme Gaussienne concentree au cours du temps. II n'y 
a pas de dispersion. 




Figure 1.3.2 - 



Commentaires 

o La figure de gauche montre les trajectoires classiques dans l'espace de phase (x,p). 

o La deuxieme image montre revolution classique (de Liouville), non plus d'un point, 
mais d'une distribution f(x,p,t) sur l'espace de phase, qui est choisi comme etant 
une fonction Gaussienne a t = 0. Le niveau de gris est relie a l'intensite de la fonction 
f(x,p). Cette distribution est repartie sur plusieurs trajectoires. 



Observations 

1. La periode de chaque trajectoire est T = 2ir = 6.28. 

2. La distribution de Liouville reste Gaussienne au cours du temps, car les trajectoires 
ont toutes la meme periode T = 2n. Cela explique pourquoi il n'y a pas de dispersion 
avec l'Oscillateur Harmonique. 



Dynamique quantique dans l'espace de phase x(t), p(t) Voir figure (1.3.3). 
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Figure 1.3.3 



Commentaires II s'agit de la representation de Husimi de l'etat quantique \ip(t)). La 
deuxieme image montre cette distribution Hus^ t ) (x, p, t) en trois dimensions ; la premiere 
image montre cette meme distribution en niveaux de gris. 



Observations II est remarquable d'observer que a chaque instant la distribution 
quantique Hus^m (x,p,t) coincide avec revolution classique de Liouville de la meme dis- 
tribution initiale. Cela est propre a l'oscillateur Harmonique, et est encore relie au fait qu'il 
n'y a pas de dispersion. 



Etat stationnaire Les etats quantiques ci-dessus ne sont pas stationnaires, car leur 
forme evolue au cours du temps. Pour une forme du potentiel donnee, il y a des fonctions 
d'ondes quantique particulieres, appelee ondes stationnaires, dont la forme reste invariante. 
Chaque onde stationnaire a une energie precise. 

Voici ici l'onde stationnaire numero 33, d'energie E = 32,5. Voici le meme etat quan- 
tique, en representation de Husimi dans l'espace de phase : 



Voir figure 1.3.4 



Observations 

1. L'onde stationnaire est repartie sur toute la region classique permise d'energie E. 

2. Dans l'espace de phase, l'onde stationnaire est concentree sur la trajectoire classique 
d'energie E. C'est clairement une distribution invariante lors de revolution. 

3. A i donne, les oscillations de la fonction d'onde ^(ar)] 2 se comprennent a partir 
de la distribution dans l'espace de phase, comme resultant d'une interference (su- 
perposition) entre la partie d'impulsion positive p > 0 de la forme exp (ipx), et la 
partie p < 0 de la forme exp (— ipx), donnant au total des oscillations de la forme 
cos (px). 
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1.3.2.4 L'oscillateur Anharmonique 
Potentiel : 

V(x) 



1 



-x 2 + 0.02x 4 



L'etat classique initial est en x 0 = Q,Po = 0. 



Dynamique dans l'espace de configuration x(t) Voir figure (1.3.5) 




Figure 1.3.5 - 



Commentaires 

o Le point bleu de la figure de gauche montre la position x(t) de la particule classique. 

On a represents la valeur E de l'energie totale et la fonction energie potentielle V(x). 
o Sur la figure de droite, on a represents le module carre de la fonction d'onde quan- 

tique : \ip (x,t)\ 2 , qui s'interprete comme la densite de probabilite de presence de la 

particule. 
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Observations 

1. Pour les temps courts, t < 6, le paquet d'onde reste concentre, et sa position corres- 
pond bien a la position de la particule classique. Cependant, il y a des phenomenes 
d'interferences lorsque le paquet d'onde rebondit sur les bords du potentiel (oscilla- 
tions de petites longueurs d'onde). 

2. Pour les temps plus longs (t > 6), le paquet d'onde se disperse, et s'etale sur toute 
la largeur permise classiquement. 




Commentaires 

o La figure de gauche montre les trajectoires classiques dans l'espace de phase (x,p). 

o La deuxieme image montre revolution classique (de Liouville), non plus d'un point, 
mais d'une distribution f(x,p,t) sur l'espace de phase, qui est choisi comme etant 
une fonction Gaussienne a t=0. Le niveau de gris est relie a l'intensite de la fonction 
f(x,p). Cette distribution est repartie sur plusieurs trajectoires. 

Observations 

1. Contrairement au cas de l'oscillateur harmonique, ici les trajectoires d'energie dif- 
ferentes ont des periodes differentes. La periode diminue avec l'energie. 

2. Cela explique le comportement de la distribution de Liouville dans l'espace de phase : 
la partie exterieure de la distribution qui a une energie plus elevee, tourne plus vite 
que la partie interieure, et il resulte que la distribution s'etale, et s'enroule. On dit 
qu'il y a de la dispersion classique. 
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Dynamique quantique dans l'espace de phase x(t), p(t) Voir figure (1.3.7) 



Commentaires II s'agit de la representation de Husimi (voir definition ci-dessus) de 
l'etat quantique \i/)(t)) dans l'espace de phase. La deuxieme image montre cette distribution 
Hus (x,p,t) en trois dimensions; la premiere image montre cette meme distribution en 
niveaux de gris. 



Observations 

1. Pour les temps courts, t < 6, la distribution reste localisee. 

2. Pour les temps intermediaires, 6 < t < 18, la distribution s'etale peu a peu, et s'en- 
roule jusqu'a atteindre une circonference. Ensuite la partie rapide (la tete) rejoint 
la queue et interferent. 

3. Pour les temps longs, t > 20, la distribution est repartie sur toute la trajectoire, et 
parfois des petits paquets apparaissent, a cause de phenomenes d'interferences. 

4. II est interessant de comparer revolution de la distribution de Husimi avec celle 
de Liouville. Les deux evolutions sont similaires jusqu'a ce que les phenomenes 
d'interferences quantiques apparaissent pour t > 20. 



Etat stationnaire Les etats quantiques ci-dessus ne sont pas stationnaires, car leur 
forme evolue au cours du temps. Pour une forme du potentiel donnee, il y a des fonctions 
d'ondes quantique particulieres, appelee ondes staionnaires, dont la forme reste invariante. 
Chaque onde stationnaire a une energie precise. 

Voici ici l'onde stationnaire numero 31, d'energie E : Et voici le meme etat quantique, 
en representation de Husimi dans l'espace de phase : 



Voir figure 1.3.8 
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Figure 1.3.8 - 



Observations 

1. L'onde stationnaire est repartie sur toute la region classique permise d'energie E. 

2. Dans l'espace de phase, l'onde stationnaire est concentree sur la trajectoire classique 
d'energie E. C'est clairement une distribution invariante lors de revolution. 

i2 



3. Sur les oscillations de 



meme remarque que ci-dessus. Voir 



1.3.2.3 



1.3.2,5 Le double puits de potentiel 

Potentiel : 

V{x) = -- 



-x 2 + 0.005 x 4 



L'etat classique initial est en x 0 = 3, p 0 = 0. 



Dynamique dans l'espace de configuration x(t) Voir figure (1.3.9). 
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Commentaires 

o Le point bleu de la figure de gauche montre la position x(t) de la particule classique. 
On a represents la valeur E de l'energie totale et la fonction energie potentielle V(x). 

o Sur les deux autres figures, on a represents le module carre de la fonction d'onde 
quantique : \ip{x,t)\ 2 , qui s'interprete comme la probability de presence de la par- 
ticule. La deuxieme figure montre une evolution reguliere en temps, t = 0 a 10. 
La troisieme figure montre une evolution en temps, t = 0 a 10 7 sur une echelle 
logaritmique. 



Observations 

1. Pour les temps courts, le paquet d'onde evolue dans le puits de droite, comme dans 
le modele de l'oscillateur anharmonique. 

2. Pour les temps plus longs (t>500), le paquet apparait dans le puits de gauche. Ce 
puits de gauche serait permi classiquement, mais la barriere de potentiel empeche la 
particule classique d'y aller. Pour des temps tres longs (t > 10 6 ), l'onde quantique 
est repartie equitablement dans les deux puits, et fluctue. Ce passage dans le puits 
de gauche interdit classiquement, s'appelle l'effet tunnel. 



Dynamique classique dans l'espace de phase x(t), p(t) Voir figure (1.3.10). 




Figure 1.3.10 - 



Commentaires Cette figure montre les trajectoires classiques dans l'espace de phase 
(x,p). 



Dynamique quantique dans l'espace de phase x(t), p(t) Voir figure (1.3.11). 



Commentaires 

o II s'agit de la representation de Husimi de l'etat quantique \ip(t)). L'intensite de 
cette distribution Hus(x,p,t) est representee en niveaux de gris. La premiere figure 
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montre une evolution reguliere en temps, t=0 a 10. La deuxieme figure montre une 
evolution en temps, t=0 a 10 7 sur une echelle logaritmique. 



Observations Memes observations de l'effet tunnel que ci-dessus. 



Etat stationnaire Les etats quantiques ci-dessus ne sont pas stationnaires, car leur 
forme evolue au cours du temps. Pour une forme du potentiel donnee, il y a des fonctions 
d'ondes quantique particulieres, appelee ondes staionnaires, dont la forme reste invariante. 
Chaque onde stationnaire a une energie precise. 

Voici ici l'onde stationnaire numero 7, d'energie E : Et voici le meme etat quantique, 
en representation de Husimi dans l'espace de phase : 



Voir figure 1.3.12 
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Observations 

1. L'onde stationnaire est repartie sur toute la region classique permise d'energie E, 
dans les deux puits. 

2. La barriere de potentiel n'est pas un obstacle. Cela correspond a 1'effet tunnel ci- 
dessus. 

3. La forme de l'onde stationnaire est symetrique, et possede done la meme symetrie 
que le potentiel V(x). 



1.4 Bases, et changement de bases 

Pour continuer cet expose de la mecanique quantique, il nous faut maintenant develop- 
per quelques aspects mathematiques relies a cet espace H des fonctions d'ondes. 



1.4.1 Base orthonormee 



Definition 


1.4.1. Une suite de vecteurs >G H, i = 1 


2 . . .forme une base ortho- 


normee (b 


o.n.) de l'espace "H, si 






<Vi\Vj >= 5ij (Sij = 1 si % = j, 5i yj 


= 0 sinon) 


et si tout \4> 


>G % se decompose sous la forme : 






i=l,2... 

avec <pi G C : composantes 


(1.4.1) 




(1.4.2) 



Si la suite de vecteurs \Vi >,i = l,2...oo est infinie, on dit que l'espace H est de 
dimension infinie. Sinon, si i — 1, 2, . . . , N, on dit que H est de dimension finie N. 

Remarques et proprietes : 

o On verra ci-dessous que l'espace des fonctions d'ondes H = L 2 (R) est de dimension 
infinie. Dans le chapitre suivant, on etudiera l'espace de Hilbert du spin 1/2 qui est 
de dimension finie N = 2. 

o Les composantes fa G C du vecteur \<fi > dans la base \Vi > sont obtenues par le 
produit scalaire : 

fa =< Vi\<f) > (1.4.3) 



en effet : < K|0 >= J2j 4>j < Vi\Vj >= J2j <Pj^i,i = <f>i- Voir figure 



1.4.1 
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2> (<V 2 I^)>)IV 2 > 




Figure 1.4.1 - Schema de la decomposition du vecteur \ip > dans la base \Vi >,|V 2 >. 
o On a alors 

<0|0>=^|^| 2 

i 

et done forcement 4>i ~ ► 0, pour i — > oo. 

preuve : On a < 0|0 >= < Vi\) $3\ v i >) = Eij0i<A? < ^ >= Ei0i0i- 

o (*) Par rapport a la la base |V* > choisie, on represente le vecteur \<p > par le tableau 
de composantes complexes, ou vecteur colonne : 




\ : - I 

mais attention, si on choisit une autre base, le meme vecteur aura d'autres compo- 
santes, et sera represente par un autre tableau. 

o (*) Pour des calculs avec un ordinateur, on represente le vecteur \<p > par un tableau 
(vecteur colonne), que Ton tronque en ne gardant qu'un nombre fini N (mais tres 
grand) de composantes. La propriete 4>i — > 0, pour i — > oo mentionnee plus haut 
garanti que la precision peut etre suffisante si N est assez grand. 

o (*) II y a un theoreme sur l'existence de b.o.n. dans un espace de Hilbert, voir |RS72| 
page 44. 



1.4.1.1 Exemple d'une particule sur un cercle 

Pour decrire une particule confinee sur un cercle S 1 (par exemple un electron dans un 
petit fil conducteur circulaire, appele fil quantique), l'espace de Hilbert est l'espace des 
fonctions de carre sommable periodiques : 

U = L 2 (S 1 ) 

Si le fil est de circonference L, et si x est la position le long du fil, e'est l'espace des fonctions 
verifiant : 

</>(x + L) — 4>{x) 
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Propriete Les fonctions 

1 / 2itt\ 

V k {x) = -—= exp I ik— J , keZ (1.4.4) 

forment une b.o.n. de l'espace H = L 2 (S 1 ). 

preuve (TD) : on verifie d'abord l'orthonormalite : < Vk\Vi >= \ Jifexp (i(l — k) 2 ^) dx. 
Si k ^ I, < V k \Vi >= j(;_fc) 2 7r I ex P(//)]o = 0. Si = Z, < V k \Vi >= 1. Ensuite le theoreme des 
series de Fourier, dit que toute fonction periodique 4>(x) de carre sommable, peut se decomposer 
sous la forme : 




Pour cette raison, on dit aussi que \Vk > est la base de Fourier de % = L 2 (S 1 ). □ 
Exercice 2. Donner une autre b.o.n. possible pour H = L 2 (S 1 ) ? 



1.4.2 Relation de fermeture 



D'apres eq.(1.4.1)et eq.(1.4.3) ci-dessus, on a : 



que Ton ecrit de la fagon suivante (en ecrivant le nombre complexe < Vi\4> > a droite du 
vecteur IK: > ) : 



>= \ Vi >< >= (y1 \ Vi >< ^ij > 



ainsi la somme 



Y,\Vi><Vi\=i (1.4.5) 

i 



laisse le vecteur \<f> > inchange, et peut done etre consideree comme l'operateur identite. 
Cette expression donnant l'operateur identite a partir des vecteurs d'une base o.n. s'appelle 
la relation de fermeture ; elle est extremement pratique. 
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Remarques (*) 

La notation Id = £\ |V* >< V{\ peut se comprendre de fagon precise avec la 
notion de vecteur dual < Vi\. En effet un terme de la somme P\ = \Vi >< Vi\ 
correspond a un operateur qui transforme le vecteur \<p > en Pi\<f> >= \Vi >< 
V,j\4> >= (< Vi\(j) >) \Vi > c'est a dire en sa projection orthogonale sur le vecteur 



de base \Vi>, voir figure 1.4.1 On la relation 



P 2 = P 

qui traduit en general que P t est un projecteur, et 

P+ = p. 

precisant que c'est un projecteur orthogonal. L'operateur identite est alors 

1.4.3 Expression d'un operateur dans une base 

Plus generalement, pour un operateur O, on lui associe ses elements de matrice dans 
une base o.n. (\Vi >) : 

O id =< ViplVj > 

Les coefficients Oij, i,j = 1, 2, . . . forment une matrice de taille infinie. 
Si \<fi >= 0\vp >, alors les composantes 4>i de \<j>) s'obtiennent a partir des composantes 
ipj de |^) par la multiplication du vecteur par la matrice 

j 

En effet, a l'aide de la relation de fermeture, on a : 

< >=< Vi\oid\i) >=< Vi\6J2\ v j >< ^# >= J2 < v i\°\ v 3 >< ^# > 

Ainsi, etant donne une base o.n., il y a une correspondance parfaite entre les vecteurs, 
et les tableaux colonne d'une part, et les operateurs et les matrices d'autre part. 

Proposition 1.4.2. Par rapport a la base o.n. \Vi)i, tout operateur O peut s'ecrire : 



avec Oij = {Vi\OVj). 



Demonstration. On ecrit O = IOI, on utilise la relation de fermeture (1.4.5) et on deve 



loppe. □ 
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1.4.4 Changement de base (*) 

Si \Vi >, i = 1, 2 . . . et |Wj >, i = 1, 2 . . . sont deux bases o.n. differentes du meme espace 
"H, et si |0 >G "H est un vecteur, ses composantes 4>i — < K|</> > (respect. 0j =< >) 
dans chacune des bases sont reliees par : 

<f>i =< Vi\Id\(j) >= < V i\ W i >< W M >= Yl < V *\ W i > 
j j 

On a utilise pour cela la relation de fermeture, et Qij =< Vi\Wj > s'interprete comme les 
elements de matrice de la "matrice de changement de base", qui est une matrice unitaire. 

Exercice 3. 1. montrer que la matrice dans une b.o.n. de l'operateur adjoint 0 + est la 
transpose-conjuguee de la matrice de l'operateur O. (On note 0 + = O ) 

2. Montrer que la matrice dans une b.o.n. d'un operateur unitaire est une matrice 
unitaire. 

3. Montrer inversement qu'un operateur unitaire Q correspond a un changement de 
base o.n., par \Wi >= Q\Vi>, i = 1, 2 



1.5 Spectre d'operateurs 

1.5.1 Definition et proprietes generates 

Dans cette section nous continuons de developper des aspects mathematiques lies aux 
operateurs lineaires, qui seront indispensables pour la suite. 



Definition 1.5.1. pour un operateur lineaire T donne, on dit que la fonction \<j) >G H 
est un vecteur propre de l'operateur T, et que A G C est sa valeur propre associee, 
si : 

f |0 >= \\<p > 

L'ensemble des vecteurs propres et valeurs propres de T torment le spectre de l'operateur 
f. 



Exercice Trouver le spectre (valeur propres et vecteurs propres) des matrices 



2 1 
1 1 



et I t „ I. Dessiner les axes propres dans le plan IR 2 , et interpreter la particularity des 



1 2 

solutions obtenues (angles entre les axes propres, et produit des valeurs propres). Aide : 
utiliser le resultat en annexe sur le spectre d'une matrice 2x2. 
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Proposition 1.5.2. : 

1. Si T est un operateur autoadjoint, (i.e. T + = T), alors la valeur propre X 
est reelle. (XeR). 

2. Si T est un operateur autoadjoint et si T|0i >= Ai|0i >, et T|0 2 >= A 2 |0 2 >, 
avec Xi ^ X2, alors 

<0l|02>=O (1.5.1) 

c.a.d. que : les vecteurs propres de deux valeurs propres differentes sont 
orthogonaux. 



Demonstration. 1) On ecrit 

A < cf>\<p >=< X(f>\(f> >=< f<p\(f> > 
=< <p\f + (P >=< <j>\T<j> >= X < <j>\<j> > 

done A = A. 
2) On a 

< 4> 2 \f\(f>l >= Ai < 0 2 10! >= A 2 < <p 2 \(f>i > 
done (Ai - A2) < 02 1 01 >= 0 avec (X\ — A 2 ) 7^ 0, done < 0 2 |0i >= 0. 



□ 



Remarques 

o si |0 > est un vecteur propre de T de valeur propre A alors |0' >= fi\4> >, (avec 
/iGC quelconque) est aussi vecteur propre avec la meme valeur propre (car T|0' >= 

f (/i|0 >) = /if |0 >= fl\\(f> >= A|0' >). 

En particulier en peut toujours choisir un vecteur propre |0' > normalise (c.a.d. de 
norme un : < 0 / |0 / >= 1). II suffit de prendre : 

W >= A^r- 
V< 010 > 

C'est le procede de normalisation d'un vecteur. 
o Un operateur peut avoir beaucoup de vecteurs propres et valeurs propres differentes ; 
mais ce ne sont que des vecteurs tres particuliers, car la somme de deux vecteurs 
propres n'est pas un vecteur propre : T(|0i > +|0 2 >) = Ai|0i > +A 2 |0 2 >, sauf si 
Ai = A 2 . 

o II apparaitra parfois (et souvent pour des raisons de symetrie), que plusieurs vecteurs 
propres 0i, 0 2 , . . . 0at aient la meme valeur propre A : 



T0, = A0 i; i = l...N 
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Notons H\ = Vect 0 2 , • • • 0jv) l'espace vectoriel engendre par ces vecteurs, cad 
contenant toutes les combinaisons lineaires, et dim Ha = N. Si ip E Hx, cad si 

IV) = Hfa) + avec e c > alors ^|-0> = E<^|0i> = EiV'iAl^} = 

done ip est aussi vecteur propre. Autrement dit tous les vecteurs de H\ sont 
vecteurs propres de meme valeur propre A. On dit que Hx est l'espace propre 
associe a la valeur propre A. On dit que iV = dim'HA est la multiplicite ou la 
degenerescence de la valeur propre A. Si N = 1, on dit que A est une valeur 
propre simple. Dans le cas des operateurs autoadjoints ou unitaire, l'operateur 

N 



jr( (MM 



est une expression utile du projecteur orthogonal sur l'espace propre 1-L\. (en effet, 
il verifie^ V\ = Vx, V\ = Vx et ip E T-L\ <^> V\i) = ip). Si les vecteurs propres sont 
normalises, \\<fii,x\\ = (4>i,x\ ( t ) i,x) = 1, l'expression se simplifie : 



N 

A:=^2\M)(M\ 



i=i 

La relation de fermeture sur U s'ecritEl 

A 

w ',\l 



££* = £ Eiwfa 



i=l 



et si Ton suppose de plus que les vecteurs propres de l'operateur f forment une base 
de l'espace de Hilbert alors 



/ N 

f = J2xrx = J2 x [J2\M)(M\ 



o Si on note (Aj)^ i = 1,2,... la suite des valeurs propres, avec la possibilites de 
degenerescences (cad A« = Xj) alors l'ecriture ci-dessus devient simplement : 

f = ^2x i \<f> i )(<f> i \ (1.5.3) 



6. 



Demonstration. On a (4>i t x\4'j,x) = $i,j(4'i,x\ ( l ) i,x) done d'apres (1.5.21 

f,2 _ \p (<fc,A | </>j, a) {<t>j,x\ _ y> \<j>i,x)(<l>i,x\ = f, 

x ^ (MM (MM hi (MM A 



□ 



7. Pour des operateurs non autoadjoints et plus precisement non normaux, des relations analogues 
existent en dimension finie, mais il peut y avoir de grosses difficultes en dimension infinie. 
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et on a la relation de fermeture 



(1.5.4) 



(f>i), l'operateur T est represents par une matrice 
sur la diagonale). En effet T it j = (<f>i\T<f>j) = 



Dans la base des vecteurs propres 
qui est diagonale (avec Ai,A 2 ,... 

Le spectre d'un operateur autoadjoint n'est pas toujours constitue de valeurs propres dis- 
cretes. II peut y avoir du spectre continu comme le montre l'exemple suivant des operateurs 
x,p,H. Dans tous les cas, on peut cependant considerer que les vecteurs propres forment 



une "base" et ecrire des relations de fermeture comme (1.5.3) et (1.5.4). 



1.5.2 Spectre de l'operateur x, "base de position' 



Une fonction propre de l'operateur de position x serait une fonction de norme finie et 
non nulle (f>(x) telle que x\(f> >= A|0 >. Cela donne x(f)(x) = X(f>(x), Vx, soit (x — A) <f>(x) = 
0, Wx done <f>(x) = 0 si x ^ A. La fonction recherchee (f>(x) est done nulle partout sauf peut 
etre au point x = A. Sa norme est done nulle. 

Conclusion : l'operateur x n'admet pas de vecteur propre dans l'espace H (ni 
de valeurs propres). 

Cependant on peut quand meme resoudre partiellement ce probleme, par un processus 
de limite de la fagon suivante : 

Pour une valeur de x G K donnee, et e G R donne petit, considerons la fonction notee 
\x £ > (ou x E {x')) definie par x £ (x f ) — 1/e si x' G [x,x + e], et x £ (x') = 0 sinon. Voir figure 



(1.5.1). 



x e (x') 



1/e 



x x+e 



Figure 1.5.1 - Fonction x £ (x') aussi notee \x £ >, convergeant vers la distribution de Dirac 
\x £ >— > \x >pour £ — t- 0. 

On a alors 



x £ (x')4>(x') dx' 



x+e -y rx+e y 

-(p(x')dx' — > (j){x) I -dx' 



(x), pour e — > 0 
(1.5.5) 
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Comme la limite < x e \<p >— > <p(x) pour e — > 0, existe pour toute fonction continue 
(f) e C (R), on deduit que lim^o^el est un vecteur dual bien defini note : 



( x 



lim(a; F 

e-XT 



et on a done la relation importante (qui defini (x\) : 



< x\4> >= 4>{x), 



V0 



Et par definition de l'operateur x , voir eq.( 1.2.1), on a : (x<fi)(x) 
ecrire : 



(1.5.6) 

x(j)(x) que Ton peut 



(valable pour tout |0 >), done : 



< x\x\<p >= X < x\<t> > 



< x\x = X < x\ 
x\x >= x\x > 



La derniere equation montre ce que l'on recherchait : 

\x > est vecteur propre de l'operateur x avec la valeur propre x. 

En conclusion, le spectre de l'operateur x est constitue par les valeurs propres ieR, 
et les etats \x > associes. On dit que i aun spectre continu. (car toutes les valeurs 
de x sont permises, formant un ensemble continu). II n'y a pas de contradiction avec la 
remarque faite plus haut, car \x) V, (En effet || \x £ )\\ = f* +£ j^dx' = \ — > oo pour e — > 0). 



Remarques 

o Du point de vue physique, si une particule est dans l'etat \x >, cela signifie que 
l'onde de la particule est "tres localisee" au point x. Precisement, l'onde a une 
certaine largeur e (comme la fonction \x £ >) mais que l'on considere comme tres 
petite (negligeable) ; et bien sur on espere que la valeur precise de la largeur e, ainsi 
que la forme precise de l'onde a petite echelle n'importe pas. Au lieu de la fonction 
x £ definie plus haut, on aurait pu prendre n'importe quelle forme se concentrant 



pour e — > 0, et verifiant eq.(49). 



o D'un point de vue mathematique, pour e — > 0, la valeur des fonctions x £ (x) diverge, 
done la limite \x > n'est pas une fonction, e'est a dire \x) ^ %. En physique, on 
appelle neanmoins cette limite la "fonction de Dirac" (introduite par Dirac pour 
les besoins de la mecanique quantique et avant lui par Heaviside a la fin du XIX 
erne siecle). Elle est aussi notee 8{x' — x) (abusivement puisque ce n'est pas une 
fonction), et la relation fondamentale (|1.5.6 ) s'ecrit : 



S(x' — x)(p(x')dx' = (f)(x) 



(1.5.7) 



o C'est le mathematicien Laurent Schwartz en 1950 [Sch66jqui a donne un sens rigou- 



reux a cette notion, en observant que la relation eq.(1.5.6), montre que < x\ est une 
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forme lineaire qui a la fonction |0 > associe le nombre 4>(x). II est done correct de 



dire que < x\ est un vecteur dual mentionne page 25 (Habituellement note S' (M)). 
Dans cette theorie mathematique, appelee theorie des distributions, < x\ est ap- 
pelee la distribution de Dirac en x. (Le point de vue physique et mathematique 
sont done assez semblables, ce qui est "raisonnable"). La theorie des distributions 
est fondamentale pour l'etude des equations aux derivees partielles de la physique. 
Voir |Tay96a| . 

o Le fait que x a un spectre continu est etroitement relie au fait que les vecteurs 
propres associes ne sont pas des vecteurs de H. 

Exercise 1,5.3. Pour e > 0, on considere la fonction suivante appelee Lorentzienne de 
largeur e: 

U(x) = - „ 6 „ {e > 0) 



7T x 2 + e 2 



Tracer Failure de L f 



[x 



Montrer que la suite de fonctions L £ ne converge pas vers une 



fonction pour e — >■ 0, mais qu'elle converge au sens des distributions vers la distribution 
de Dirac S (x). Pour cela il faut montrer d'apres la definition (1.5.5) ou (1.5.7) que pour 
toute fonction 0 (x) (qui tend assez vite vers 0 pour x — > ±oo): 



lim(L f 

£-S>0 



|0) = 0(0) 



Montrer de meme: 

5(x) = lim £ ^o 
6(x) = lim e 



1 sin(a;/e) 



5{x) 
5{x) 



lim 
lim 



i 



x 2 /e 2 



£ sin 2 (a/e) 



1.5.2.1 Relation de fermeture en position 



En utilisant (1.5.6) on a : 



V|^i), \if) 2 ), <Vi|V'2>= ipi(x)ip 2 (x) dx 



< ipi\x >< x\ip2 > dx 



done 



oc doc 



qui est la relation de fermeture dans la base position. 

Abusivement, on dira que \x >, x G K forme une base de l'espace % dite base de 
position, pour la representation en position. (Attention, ce n'est une base au sens 
precis du terme, car \x) £ %). 
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Ainsi la relation eq.( 1.5.6) s'interprete par analogie avec eq.( 1.4.3) en disant que : 



(x) est la composante du vecteur \<f> > dans la base (\x >) . 



De meme on a d'une part < x\cp >= f < x\x' >< x'\<p > dx'et eq.(1.5.7) : cp(x) 
J S(x' — x)cp(x')dx'. Done par identification : 

< x\x' >= S(x' — x) 
Exercice 4. montrer que Ton peut ecrire : 

"+0O 



X 



x \x >< x\dx 



qui est analogue a (1.5.3) page 47 



Exercice 1,5.4, Si A est un operateur, montrer qu'il est caracterise par la connaissance 
de "ses elements de matrices dans la base position" 

A(x',x) := (x'\A\x) 

appelee noyau de Schwartz. Si <fi est un vecteur, montrer que 



Ac))) (aO = {AM) 



[x'\A\x)(x\(f))dx 



1.5.3 Spectre de l'operateur p, "base d' impulsion" 

On cherche une fonction <p p (x) vecteur propre de l'operateur p (qui sera aussi note 
\p) = \<p p ) pour simplifier), et de valeur propre associee p£R. C'est a dire tels que : 



P\ 



>=p\cp p > 



avec cp p (x) = {x\cp v ) = (x\p). D'apres (1.2.2), cela donne 



-ihdej)p(x) / dx = p4> p (x) 



soit (f)(x) = C. exp (ipx/h). La constante C est arbitraire (cf remarque page 46). On choisit 
C = \j\j2mh de fagon a pouvoir ecrire simplement la relation de fermeture ci-dessous, 



eq.(1.5.9) 



Le spectre de p est done constitue par les valeurs propres p G R avec vecteur propre 
associe note \p > donne par la fonction appelee onde plane (on utilise dorenavant la 



relation (1.5.6)) : 



4> p (x) =< x\p >- 



1 



exp 



ipx 



On remarque que le spectre de p est continu, et que les fonctions cpp ont une norme 
infinie (car < p\p >= j R j^jdx = oo). Tout comme les etats \x), les fonctions propres cpp 
ne sont done pas des vecteurs de l'espace de Hilbert H = L 2 (R). 
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1,5.3.1 Transformee de Fourier, et relation de fermeture en impulsion 

Utilisons (\p >,p G K) comme une base de H (Comme explique plus haut, il est abusif 
d'appeler cela une base, ). Les composantes d'un vecteur |0 > dans cette base sont done 
< p\4> >, et on a 



< p\<f> >= / < p\x >< x\(f) > dx = 



1 



e lP h (j)(x) dx = 4>{p) 



(1.5.8) 



montrant que les composantes < p\<p > sont la fonction transformee de Fourier 0(p) 
de la fonction d'onde <f>(x) (avec le coefficient h en plus qui est juste un facteur d'echelle, 
par rapport a la definition mathematique de la transforme de Fourier, voir Annexe). On 
dit aussi que la base \p > est la base de Fourier, et que 4>(p) est la representation en 
impulsion. 

La relation de Fourier inverse (voir Annexe) : 



4(x) = 



l 



e lP * 4>(p) dp 



s'ecrit en notation de Dirac 



< x\(f> >= J < x\p >< p\4> > dp 
et montre done que Ton a la relation de fermeture dans la base d'impulsion : 



-+oo 

/ = / \p >< p\ dp 

-co 



(1.5.9) 



Remarques : 

o Sans le choix C = l/^/2-rch de la constante ci-dessus, cette relation de fermeture 
aurait eu un facteur supplementaire. 

1.5.3.2 Applications de la relation de fermeture 

d'une part 



< 



0|0 >= J < 4>\x >< x\4> > dx = J \(j)(x)\ 2 dx 



d'autre part : 



< 0|0 >= / < 4>\p >< p\(f) > dp= 0Q») 



dp 
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(1.5.10) 



done < 0|0 >= J <p{p) dp = J \<pix)\ 2 dx qui est la relation de Parceval. 

On a p\p) = p\p) avec peR, done pour tout 0 G Ti 

< p\p\4> >= p < p\<P > 

done : 

(pf) (p) =P<t>{p) 

ainsi l'operateur p agit comme une derivation dans la base de position (voir definition 



(1.2.2)), et comme une multiplication dans la base d'impulsion. 



Exercice 5. Calculer et representer la fonction d'onde du paquet d'onde Gaussien en re- 
presentation impulsion :ip X o,p 0 ,a(p) — < p\ x o,Poi & >■ 



Exercice 



montrer que l'on peut ecrire 

(p'\p) = Hp' -P), P = I P (\p)(p\) dp. 



Solution : d'apres (1.5.9) on a (p'\(p) = J (p'\p)(p\<P)dp montrant que (p'\p) = 5 ip' — p) 
d'apres la definition (1.5.7) de la distribution de Dirac (ici en variable p). On a 



(p'\ ( / P(\p){p\)dp) |0) = / p(p'\p){p\(p)dp= I p5(p -p) (p\(p)dp = p'{p'\<j)) = (p'\p\(j>) 



d'apres (1.5.10). Done p = J p (\p)(p\) dp. 



Exercice Ecrire l'equation d'evolution de Schrodinger en representation d'impulsion, 
pour la fonction <p{p,t). 

1.5.4 Spectre de l'operateur H, base des etats stationnaires 

L'expression exacte de l'operateur H = + V{x) depend du potentiel V(x) considere. 
Supposons qu'une onde \<pE >G H (non nulle) verifie l'equation appelee equation de 
Schrodinger stationnaire : 



H\ 



>=E\<p E > 



(1.5.11) 



La valeur propre E G 1R est appelee energie de \<pE > (car E comme le Hamiltonien 
H a la dimension d'une energie). 

Sauf dans des cas particuliers (dus a des symetries), il est impossible de trouver analyti- 
quement l'expression des fonctions propres <Pe{x) et des valeurs propres E. On doit utiliser 
des methodes d'approximation decrites dans le chapitre [8j 

Ces cas particuliers a une dimension sont par exemple : 
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o V(x) = 0 : potentiel nul, c.a.d. pas de force exterieure, done particule libre. 
o V(x) = \kx 2 : potentiel quadratique, c.a.d. force F(x) = —dV/dx = —kx lineaire 
(dite Harmonique). 

o Plus generalement V(x) = ax 2 + bx + c par morceaux. Le cas de potentiels constants 
par morceaux est tres etudie en licence. 



1.5.4.1 Interpretation physique : onde stationnaire 



d'apres (1.3.1) comme : 



Si a t = 0, |0(O)) = \4> E ) verifie (1.5.11) alors au cours du temps, l'onde \4>{t) > evolue 



dont la solution est explicitement : 

\4>{t) >= exp 



e'est a dire 



(f)(x, t) = exp 



-if jmo)> 



Et , 

-i— I <p(x, 0). 



(1.5.12) 



h 



Autrement dit, l'enveloppe de l'onde ne change pas (i.e \4>(x, t)\ est constant au cours du 
temps), seule sa phase complexe change a vitesse constante (dependant de E). On dit alors 
que \4>{t) > est une onde stationnaire ou un etat stationnaire. Remarques : 

o e'est l'analogue des ondes stationnaires sur une corde vibrante qui pulsent d'apres 

l'equation devolution des ondes df4> — c 2 d1<p = 0. 
o II est important de savoir que les ondes stationnaires (vecteurs propres de H) 
sont des solutions particulieres. En generale pour une condition initiale quelconque 
4>(x, 0) l'onde evolue, se deforme et n'est pas stationnaire. Voir exemples ci-dessous. 
Les ondes stationnaires sont neanmoins importantes pour trois raisons au moins : 



1. Au niveau 
total % . 



mathematique, les vecteurs propres de H ferment une base de l'espace 



A temperature (presque) nulle, un systeme non isole se met dans son etat de plus 
basse energie, qui est l'onde stationnaire de plus basse energie. A temperature 
plus elevee, on montre en physique statistique (loi de Boltzmann) que le systeme 
est dans une repartition statistique d'ondes stationnaires de differentes energies. 
L'etat stationnaire de plus basse energie s'appelle l'etat fondamental. 

Dans les experiences de spectroscopies (Experience assez standard pour sonder 
la matiere par le rayonnement), on impose une force stationnaire au systeme (par 
exemple une onde monochromatique laser sur une molecule), la faisant transiter 
vers un etat d'energie specifique. 
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o (*) Pour l'operateur de Schrodinger H = 2— + V(x), les vecteurs propres peuvent 
etre choisis comme etant des fonctions (j>{x) reelles (et non complexes), car l'equation 
differentielle est une equation reelle. Exercice : a montrer. 

1.5.4,2 Exemple d'une particule libre sur l'axe x 



Si V(x) = 0 pour tous x G E, c'est a dire H = alors les fonctions propres sont 

"> 2 ' 2 

les ondes planes \4>e >= \p >, car H\(j) E >= %^\p > et done E = > 0 est l'energie 
cinetique. 

Remarques 

o Le spectre est continu car toutes les valeurs de E > 0 sont permises. Cela est relie 
au fait que a toute energie E > 0, la particule peut partir a l'infini. Voir plus loin 



un critere plus precis, figure 1.5.2 



o Pour une valeur donnee de E, il y a deux fonctions propres differentes associees : 
\p >, | — p >, avec p = \/2mE . On dit que la valeur propre E est degeneree, avec 
une multiplicity deux, 
o (*)La relation de fermeture dans la base d'energie s'ecrit pour la particule libre 

dp\p >< p\ 

o Physiquement \p > correspond a une onde d'energie E se deplagant vers la droite, 
et | — p > vers la gauche. 

1.5.4.3 Exemple d'une particule libre sur un cercle 



L'espace des fonctions periodiques est V. = L 2 (S V ) deja decrit page 42 Pour une parti- 
cule libre H = p 2 /(2m). Pour une fonction de base Vk(x) = -j= exp (ik 2 ^), voir eq.( 1.4.4), 
on a : 

.dVk, k2nh 
< x\p\V k >= -ih-—{x) = — — V k {x) =p k < x\V k > 
ax L 

done les valeurs propres de l'impulsion sont discretes 

k2nh , 
Pk = —j—, k G Z 

et aussi pour l'energie H\Vk >= E k \Vk > avec : 

E k =^, keZ. 
2m 

Le spectre d'energie est a nouveau de multiplicite deux (sauf si k — 0), mais cette fois ci le 
spectre d'energie est discret. On verra que cela est lie au fait que la particule est confinee 
sur un cercle. La relation de fermeture en energie s'ecrit : 



I = J2\V k ><V k 
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1.5.4.4 Remarques 



Spectre discret ou continu? En general (V(x) quelconque) le spectre de H peut avoir 
une partie discrete (i.e des valeurs propres associee a des fonctions d'ondes normalisees) 
et une partie continue. C'est le cas dans l'exemple important d'un puits de potentiel, voir 



figure 1.5.2 Cela sera justifie plus loin. 



trajectoire "ouverte" 




V(x) 



trajectoire 
confinee 



spectre 
continu 



spectre 

— discret 



Figure 1.5.2 - Schema d'un Spectre discret et continu en relation avec la nature des 
trajectoires classiques confinee ou ouvertes (partant a l'infini). 

II y a des exemples moins intuitifs, par exemple celui d'un potentiel V(x) "aleatoire", 
mais borne (0 < V(x) < V ), decrivant un electron dans un conducteur contenant des 
impuretes par exemple. On montre alors que le spectre est constitue de valeurs propres 
("spectre ponctuel") discret pour toute valeur d'energie (meme au dessus du potentiel 
E > V) et que toutes les fonctions d'ondes d'energie sont localisees (norme finie), alors 
qu'une particule classique d'energie E > V peut s'echapper a l'infini. C'est le phenomene 
de localisation forte de Anderson. 



Relation de fermeture (*) A partir de l'ensemble des vecteurs propres de H, on peut 
ecrire la relation de fermeture. Supposons que chaque vecteur propre est indice par i. Alors 



>< 



Dans cette notation un peu vague, il faut comprendre que l'indice i peut etre continu 
si le spectre est continu, et alors Yl es t une integrate. Dans ce cas la relation de fermeture 
s'ecrit : 

dn\E n )(E n \ = J (J^J dE\E n )(E n \ = J \E n ) (E n \p (E) dE 

ou p (E) = ^ est la densite d'etat. 

, et que deux indices i differents peuvent correspondre a une meme energie E = Ei = 
si il y a degenerescence. 

On a de meme 

H = J2 E *\ ( t ) i >< <t>i\ 
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Exercice : Utilisation pour revolution d'un etat quelconque (TD) : Exprimer |0(t) > a 
partir de < 0j|0(O) > ou ]&) sont les vecteurs propres de H. Cas d'une particule libre. 

1.6 Spectre d'operateur et resultat d'une mesure 

1.6.1 Operation ideale de mesure d'un systeme quantique 
1.6.1.1 Limite de validite de l'equation de Schrodinger 

Jusqu'a present nous avons suppose que la "particule" (i.e. l'onde quantique) se de- 
plagant selon l'axe x etait parfaitement isolee du reste de la nature, dans le sens ou son 
mouvement n'influengait pas l'environnement. 

Donnons des a present une definition d'un systeme quantique isole : 



Definition 1.6.1. Dans une description quantique de deux systemes en interaction, par 
exemple un systeme 1 couple a un systeme 2 (par ex. "l'environnement"), on dit que le 
systeme 1 est isole du systeme 2 (par ex. de l'environnement) si revolution 
de l'etat quantique de l'environnement ip env (t) est independant de l'etat quantique du 
systeme 1 (ici (0))ou (0))) pendant le processus etudie : 

1^1 (0))Wenv (0)) -> |Vl (t))\lj> mv (t)), W l (0))|Ven, (0)) -)• \lp[ (t))\lf> mv (t)) 



(en ecrivant \ipi)\ip e nv) — IV'i) ® |Vw) 011 utilise ici implicitement le produit tensoriel ® 
qui sera introduit plus tard). Pour comprendre le sens de cette definition, remarquer que 
si le systeme 1 est prepare dans l'etat de superposition ipi" (0) = ipi (0) + ip[ (0) alors son 
evolution sera decrite par : 

(0)>|Vem, (0)) = 1-01 (0))\Anv (0)) + |^ (0))\tfj env (0)) 
—^1-01 (0)IVW (t)) + M (t))\lf) e nv (t)) 
= (1^1 (t)) + W(*)))|V'e W (t)> 
= |^l" (t))Wenv (t)) 

cet etat (t)) = \ip 1 (t)) + \ip[ (t)) reste done dans une superposition (cela peut se 
manifester experimentalement par des figures d'interferences etc.). Sans l'hypothese que le 
systeme soit isole, on n'aurait pas pu obtenir cette conclusion. 

Naturellement il n'est pas toujours vrai qu'un systeme soit isole : 
o Si la particule influence seulement quelques autres particules autour d'elle, il faut 
considerer cet ensemble de particules comme un systeme quantique dans sa glo- 
balite, (caracteriser l'espace de Hilbert correspondant) et l'equation d'evolution de 
Schrodinger s'applique a l'ensemble du systeme quantique. Ce cas sera decrit dans 
les chapitres suivants. Par exemple il peut s'agir d'un atome influengant les quelques 
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atomes voisins dans une petite molecule. II faut alors traiter la molecule entiere par 
la mecanique quantique. 
o Dans d'autres cas la particule influence un nombre incalculable de particules autour 
d'elle. Nous allons considerer le cas simplifie, lorsqu'un experimentateur observe la 
particule afin de connaitre son etat dynamique comme sa position, sa vitesse ou 
son energie : forcement la particule en question influence les appareils de mesure de 
l'experimentateur. Et qu'on le veuille ou non ces appareils influenceront (un tant 
soit peu) leur environnement, ne serait-ce que les molecules d'air, ou les photons 
autour d'eux. 

Dans ce dernier cas, on sort du cadre de la theorie quantique decrite precedemment : 
I'equation devolution de Schrddinger ne s'applique plus, car la particule n'est plus 
isolee au sens que Ton a convenu. Ce qui se passe alors est decrit par une autre loi appelee 
postulat de la mesure enonce ci-dessous. Ce postulat a ete "decouvert" seulement parce 
qu'il correspond parfaitement aux faits experimentaux. (On doit dire "decouvert" et non 
pas "invente"). 



1.6.1.2 Exemple d'experience : mesure de la position d'une particule passant 
par les double fentes de Young. 

Afin de se fixer les idees sur un exemple concret, nous decrivons ici une experience qui 
mesure la position d'un atome. 

La particule est issue d'une source et passe par un dispositif de double fentes de Young 
(qui a pour but de creer des interference de l'onde quantique). L'onde quantique arrive 



ensuite sur une rangee de detecteurs. Voir la figure [Qxlj Une telle experience a ete realisee, 
par exemple avec des atomes (neon), des electrons, et meme des molecules Cqq. 

Supposons que la source soit capable de lancer individuellement des atomes, tou- 
jours dans le meme etat : un paquet d'onde repartit sur plusieurs directions. Void la 
description orthodoxe de cette experience : 

(A) Au sortir de la source, ce paquet d'onde evolue librement (I) ; puis il passe a travers 

les deux fentes d' Young (2) (une partie est reflechie), et ensuite les deux parties de 
l'onde transmises interferent entre elles, creant une onde (3) au niveau des detec- 
teurs qui possede des ondulations d'intensite (x)\ 2 . Durant toute cette periode, 
l'onde a subit l'influence des fentes d'Young, mais elle n'a pas influence (de fagon si- 
gnificative) son environnement. Par consequent, il est correct de decrire la particule 
par I'equation de Schrodinger et par une fonction d'onde if)(x,t). 

(B) En arrivant au detecteurs, la particule interagit avec eux. II n'est plus correct de 

continuer a decrire la particule individuellement par I'equation de Schrodinger. De 
fagon surprenante, un seul detecteur situe a la position x\ detecte la particule. La 
valeur de x\ selectionnee est le fruit du hasard le plus total (II n'y a aucun moyen 
de le predire). On suppose qu'apres la detection, la particule n'est pas detruite, et 
est a nouveau libre. Elle est alors decrite par une fonction d'onde qui est un paquet 
d'onde localise en X\ (la valeur observee). On dit qu'il y a reduction du paquet 
d'onde. 
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(C) La detection d'un seul atome donne une valeur x\ de position qui est completement 
aleatoire (imprevisible). Mais si l'on repete la meme experience un grand nombre 
de fois avec le meme etat initial, on detectera des atomes aux positions successives 
Xi,x 2 ,x 3 , . . . , £jv, et Ton s'apercevra que l'histogramme des valeurs de Xi coincide 
avec le module carre de la fonction d'onde |^(x)| 2 a l'approche des detecteurs. 
Cela signifie precisement, que la courbe Nombre de reports es du detecteur(x) 
(renormalisee) converge vers \ip (x)\ 2 pour A" — > oo. Ainsi, apres l'envoi de A" 



atomes, les detecteurs touches seront repartis comme sur la figure (1.6.2). 



La seule prediction que peut faire la mecanique quantique est done d'ordre statistique : 
pour A^ — > oo, l'histogramme converge vers |^(x)| 2 predit par la theorie. (Bien que la 
theorie quantique decrive la fonction d'onde ip (x,t) individuelle d'un atome, celle-ci n'est 
pas observable). 



1.6.1.3 Postulat de la mesure 

L'experience que nous venons de decrire montre une application du postulat de la 
mesure dans le cas d'une mesure de la position de la particule. En fait, ce postulat est 
valide pour toutes les mesures physiques possibles. Voici sa generalisation. 

Supposons que avant la mesure, la particule soit isolee de l'environnement, et decrite 
par l'etat quantique \<f> >G "H. 

L'experimentateur decide de mesurer la position, ou l'impulsion ou l'energie de la parti- 
cule, ou toute autre grandeur qui est de meme associee a un operateur auto-adjoint note 
A. (A = x ou p ou H ,...). On appelle cet operateur A l'observable. 

On note le spectre de A par 

A\ip a >= A a \ip a > 

ou a est un indice discret ou continu et (A a ) a (nombre reel) sont les valeurs propres. 
D'apres le postulat (A a ) a sont aussi les differents resultats possibles de la grandeur mesuree. 
Attention, il peut y avoir des degenerescences, e'est a dire des valeurs propres identiques. 
A a = A a i avec des indices a ^ a'. 

A une valeur propre ^GR donnee, on associe le projecteur spectral : 



a tq A a =A 



ou la somme porte sur les indices a tel que A a = A. projecteur orthogonal sur l'espace 
propre associe, voir (1.5.2) page 47 
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Serie de detecteurs 



(A) Avant la detection: 

Propagation de l'onde quantique d'un atome, 
decrite par 1' equation de Schrodinger. 
(Doubles fentes de Young) 



A 



Source d' atonies 
individuels 



Detection de la particule en x 



Serie de detecteurs 



(B) apres la detection: 

Un detecteur apercoit la particule a la position x (Hasard total !) 
La particule est ensuite localisee en x. 



Figure 1.6.1 - Mesure de la position d'un atome (A) et (B) 



1.6. SPECTRE D 'OPERATE UR ET RESULTAT D'UNE MESURE 



61 



Detecteur (x j) 

A 



Hasard total 



Detecteur (x ^ 

A 



P 

□ 

b 



Detecteur (x J 

A 



i 

B 



0 1 2 



0 19 

Nombre de reponses '" Nombre de reponses u 1 ^ " Nombre de reponses 

N=l atome lance N=14 atome lances N=3 1 atome lances 

Figure 1.6.2 - (C) Reponses des detecteurs apres l'envoi de N atonies. La seule prediction 
de la mecanique quantique est pour iV — > oo : l'histogramme converge vers {x)\ 2 . 



0 1 2 



Alors juste apres la mesure, la valeur observee sera l'une ou l'autre des valeurs 
propres A a selon un hasard total. Si A a est une valeur propre simple alors la valeur 
A a est observee avec la probability 



Proba (A) 



l< ^a\<P >| 



< <P\<P > (V'alV'a) 

et dans ce cas, juste apres la mesure, la particule se trouve dans l'etat 



(1.6.1 



i^a\^a)' 



Plus generalement, si la valeur propre A est degeneree alors la valeur A est observee 
avec la probability 



fl.6.21 



Proba (A) = 

et juste apres la mesure, la particule se trouve dans l'etat 

W) = v A \<j>). 

Remarque : si l'indice a est continu alors P(A) = P a est une densite de probabi- 

lite, c'est a dire que P(A)dA est la probability de detecter A' avec A' e [A, A + dA}. 
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Remarques 

o Noter que dans le cas N — 1 (valeur propre A a simple), les deux enonces sont 



equivalents car V a = { ^ a) \ip a ) ("0a I done V a <P = iV'a) 



o Cela signifie precisement que juste apres la mesure, un des evenement suivant arrive : 
soit l'experimentateur observe la valeur A\ et alors la particule est passee dans l'etat 
>, soit il observe A 2 et la particule est en \ip 2 >, etc... on ne sait pas lequel de 
ces evenement se produit, seulement on sait que c'est A 1 avec la probability Pi, 
ou A 2 avec la probability p2,...Que signifie precisement la notion de probability? 
Comme explique ci-dessus, cela n'a de sens que si Ton repete la meme operation 
de mesure dans des conditions strictement identiques un grand nombre N de fois. 
Apres chaque mesure, on aura un resultat qui resulte du hasard ; on aura une serie 
de resultats disons par exemple A x , A 3 , A 4 , Ax, A 2 , Ax, . . . . Alors la proportion de 
Ax par rapport au total est Pi, la proportion de A 2 est P 2 , etc... (autrement dit, 
appelons le nombre de fois que le resultat Ai apparait. alors (NaJN) — > Pi 
pour iV — > oo) 

»0«Lf. = gkL< Mi'- >< *M >= = 1, done 



ce qui est necessaire pour parler de probability. De plus la valeur des probability est 
la meme pour deux vecteurs proportionnels : \<f> > et \<f>' >= A|0 >, avec A G C. En 
effet 

= |<^ a |A0>| 2 = |A| 2 |<^ Q |0>| 2 = 

a <A0|A0> |A| 2 <0|0> 

Par consequent on dit que |0 > et \(fi' >= \\<fi >correspondent au meme etat 
physique, puisqu'ils ont les meme proprietes observables. Si les etats \<j> > et \ip a ) 



sont normalises, alors < 4>\4> >= 1, (^ a \ipa) — 1 ? et l'expression (1.6.1) est legerement 
simplifiee, mais ce n'est pas du tout necessaire. 

o En resume, tant que le systeme est isole, la mecanique quantique est deterministe : 
elle est capable de prevoir revolution de la fonction d'onde grace a l'equation de 
Schrodinger. Mais lorsque qu'une mesure se produit, elle n'est plus capable de pre- 
voir exactement ce qu'il va se produire. Elle permet seulement de connaitre les 
probabilites des differentes possibilites (ce qui est deja tres fort, puisque a partir de 
ces probabilites et avec la theorie de la physique statistique, on obtient les lois de 
la thermodynamique et de la mecanique classique). II y a done une part de hasard 
inherent a la theorie quantique, lors de la mesure. 

o Ce processus de mesure ne necessite pas la presence d'un experimentateur. II se 
produit des que la particule quantique influence son environnement, et peut done 
se produire aussi bien dans une piece vide, que sur une ile deserte, que sur mars 
ou ailleurs. Ce phenomene est en fait incessant et omnipresent, c'est le contraire 
qui est plutot exceptionnel : un systeme peut etre considerer comme etant approxi- 
mativement isole que pendant un certain intervalle de temps appele le temps de 
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decoherence T decoh ,. II est interessant d'appliquer l'equation de Schrodinger a ce 
systeme, seulement si son etat quantique a le temps de changer de fagon significative 
pendant cet intervalle. Voir le site Web |http : //www . decoherence . de/| Ou le cours 



en PDF de C. Cohen-T : |Cla88| o u de Serge Haroche |Har02j . 
Exemple de valeurs de r decoh ([DEC + 96j, p. 57) : 



7~decoh 


Grosse molecule 
taille a=10~ 6 cm 


Poussiere 
taille a = lCT 3 cm 


Effet des molecules d'air 


l(T 18 s. 


10- 24 s. 


Effet du" vide de labo" (10 3 part/cm 3 ) @@ 


l(T 5 s. 


KT n s. 


Effet des photons fossiles a 300K. 


10 6 s. 





II faut comparer ces temps aux temps electroniques (periode d'un electron dans un 
atome) r e ~ h/eV ~ lCT 15 s, ou aux temps moleculaires (periode de vibration d'un 
atome) r vib ~ h/10~ 3 eV ~ 10 _10 s. Les effets de coherence quantique "n'existent 
pas" si les temps de decoherence sont plus courts que ces temps caracteristiques. 



o Dans la description vectorielle de la mecanique quantique que nous avons adop- 
tee jusqu'a present, nous avons montre que toutes les bases ortho-normees de W 
sont "equivalentes" dans le sens ou elles permettent de representer les memes etats 
quantiques et la meme equation d'evolution. Ce ne sont que des representations 
differentes. 

Par contre le mecanisme de la mesure qui resulte de l'interaction du systeme quan- 
tique avec son environnement privilegie une certaine base, qui est la base de po- 
sition en general, ou la base d'energie dans les experiences de spectroscopie. 



Exemple : mesure de la position Voyons comment l'enonce general du postulat de 
la mesure donne l'exemple de la mesure de position d'une particule traite plus haut. 

Supposons que l'etat de la particule soit un paquet d'onde \<j) >, et que l'observateur 
effectue une mesure de la position x. L'observable est done l'operateur A = x. La grandeur 
observee est la position x qui est une grandeur continue. On cherche l'expression de la 
loi de probability : P(x)dx qui est la probability de detecter la particule dans l'intervalle 
[x,x + dx[. la fonction P(x) s'appelle densite de probability. 

La base de l'observable est la base de position \x >, et d'apres (1.6.1), on a : 

|2 i 



< X 0 > 



Dans le cas d'un paquet d'onde normalise \<p >= \xo,po,a >eq.(1.1.6) , cela donne 

{71<J Z ) ' 

qui est une Gaussienne representee sur la figure |1.1.3| 

Si apres une mesure, l'observateur detecte la particule dans l'intervalle \x,x + dx[, 
alors la particule se trouve dans l'etat \x >(plus precisement \x e > avec e = dx, voir fig. 



1.5.1). L'onde de la particule subit un brusque changement \<f> >—> \x >, et se concentre 



spatialement ; on dit qu'il y a reduction du paquet d'onde. 
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Mesure de l'impulsion De la meme fagon si l'observable est l'operateur de position 
A = p, on obtient que la probability d'observer une impulsion comprise dans l'intervalle 

\p,p + dp[ est 



P(p)dp 



< 



> 



4>(p) 



dp 



Dans le cas du paquet d'onde normalise eq.(1.1.6) , cela donne 



P(p) = 4>x 0 , P0 ,cr(p) 



a 



h\/TX 



cxp 



jp-poY 

(h/aY 



qui est une Gaussienne. Apres la mesure, la fonction d'onde de la particule est une certaine 
onde plane \p >. 



1.6.2 Sur la difficulty d 'interpreter la mecanique quantique 
1.6.2.1 Faut il interpreter? La description orthodoxe suffit t-elle ? 

Le postulat de la mesure presente plus haut est indispensable pour donner une realite 
a la theorie quantique, pour la confronter aux resultats d'experiences. Par rapport a 
la confrontation avec l'experience, la theorie quantique, avec le postulat de la 
mesure est parfaitement satisfaisant : il n'y a pas de mesure qu'il les contredisent, et 
tous les phenomenes observables semblent entrer dans le cadre de cette theorie (bien que de 
nombreux phenomenes physiques, soient en pratique hors de portee d'explications simples 
et directes a partir des premiers principes : citons les phenomenes complexes comme la 
turbulence (meteo) ou l'auto-organisation de la matiere). 

Cependant d'un point de vue theorique ou plus conceptuel, une lacune demeure : si la 
theorie quantique decrit tous les phenomenes physiques, elle devrait aussi decrire les phe- 
nomenes macroscopiques, les appareils de mesure, et done l'interaction entre une particule 
quantique et un appareil de mesure. Autrement dit, le postulat de la mesure ne devrait pas 
entre etre un, il devrait pouvoir s'expliquer dans le cadre de la theorie quantique appliquee 
plus largement a la particule et a son environnement. 



1.6.2.2 Ou est la Limite classique-quantique ? 

(lire Particle Zureck |Zur91| ) 

Disons tout de suite, que cela n'est pas fait, aucune experience ne permet de montrer 
que la theorie quantique (comme le principe de superposition d'etats) s'applique a des 
objets macroscopiques. Tout au plus des experiences recentes montrent des phenomenes 
d'interferences avec des systemes contenant quelques dizaines de particules, done encore 
microscopique (experiences d'Aroche et al. entre photons et atomes)^ La raison de cette 
limite n'est pas que le principe de superposition cesse de s'appliquer au-dela de quelques 



8. Une remarque est necessaire ici : les phenomenes physiques comme la super-fluidite, la supracon- 
ductivite ou la condensation de Bose-Einstein font intervenir au moins des milliers de particules et se 
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particules, cela on ne le sait pas. La difficulty vient du fait que pour tester le principe de 
superposition, il faut faire des experiences de type interferences, et pour cela isoler suffi- 
samment le systeme quantique de son environnement ; c'est cet isolement qui est quasiment 
impossible a obtenir en pratique ; c'est le phenomene de decoherence quantique. 

La question suivante reste done ouverte : la theorie quantique s'applique t-elle aux 
assemblies d'objets (objets macroscopiques) ou se limite t-elle a peu de particules ? Sinon 
quelle experience faire pour detecter cette limite? Quelle nouvelle theorie permettrait de 
depasser cette limite ? 

Remarquons que comme le prouve l'histoire des sciences, en general, une nouvelle theorie 
physique ne se trouve que a partir de resultats experimentaux prealables. 



1.6.2.3 Une interpretation alternative : appliquons le principe de superposi- 
tion aux objets macroscopiques 

Essayons cependant d'appliquer naturellement les idees de la mecanique quantique au 
dela de son domaine de validite prouve, c'est a dire d'appliquer le principe de superposition 
aux objets macroscopiques comme les detecteurs, et tout l'environnement. Voici ce que cela 



donnerait dans l'exemple de la mesure de position d'une particule, figure (1.6.1) ci-dessus. 

II y a des detecteurs a chaque position (discrete) x. L'etat du detecteur situe en x eteint 
est note : \D X ). Par contre si le detecteur interagit avec la particule, il "s'allume" et passe 
dans l'etat quantique note \D*). Autrement dit, l'interaction de l'onde quantique de la 
particule avec les detecteurs, est definie par la regie devolution suivante. (En notant \x) 
un etat de la particule a la position x) 

\x)\D x i) Evolution . < , \ \ ' s | x x 
i / */ ^ \x)\D x i) : six^x 1 

L'etat quantique de l'ensemble des detecteurs est decrit par la notation 

\D) = {\D Xl )\D X2 )...\D XN )) 

(on verra au chapitre suivant qu'il s'agit d'un produit tensoriel). 

Avant d'interagir avec les detecteurs, la particule est dans l'etat quantique \tp) qui est 
repartit dans l'espace, et se decompose done (principe de superposition) en paquet d'ondes 
localises en x : \ip) — J2 X ip ( x ) \ x )- 

En arrivant sur les detecteurs, toujours en appliquant le principe de superposition, 



decrivent par un etat collectif. La theorie quantique permet de bien decrire cet etat collectif, en terme 
"d'etat coherent". Pour cela on dit souvent que la matiere est dans un etat quantique macroscopique. 
Notons cependant, que l'on n'observe pas la matiere dans une superposition coherente de tels etats (ou 
alors dans une superposition de deux ou trois de ces etats, voir experiences sur les jonctions Josephsons 
quantiques). En fait d'un point de vue theorique, ces etats collectifs de la matiere pour les atomes, sont 
des "etats classiques" semblables a l'etat du champ classique electromagnetique pour les photons. 
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l'interaction particule-detecteurs est decrite par (faire schema avec deux detecteurs@@) : 
\1>)\D) = ^(x)\x)(\D Xl )\D aia )...\D Xtr )) 

X 

Evolution , J>(*> (\D X1 )\D X2 ) . . . \D* X ) . . . \D XN )) 

X 

Ainsi le resultat de la mesure serait une superposition d'etat de la forme 

\x)(\D Xl )\D X2 )...\D* x )...\D XN }) 

. Un tel etat decrit la particule localisee en \x), le detecteur correspondant D x allume et 
les autres eteints. C'est bien la realite physique observee dans une experience. C'est etat 
quantique decrit done la particule et son environnement. On dit que c'est une description 
du "monde classique". (Dans la description ci-dessus, on pourrait rajouter d'autres objets 
de l'environnement sans difficulte, de la meme fagon que Ton a traite les detecteurs). 

Mais contrairement a l'explication orthodoxe (postulat de la mesure) et au bon sens de 
ce que Ton voit, l'etat final decrit ici est une superposition de tels etats de type "mondes 
classiques". Autrement dit tous ces etats coexisteraient simultanement. Voici done ce que 
donnerait une application (abusive et naive) de la mecanique quantique a tous les objets 
macroscopiques de notre environnement : l'existence de mondes multiples qui coexistent et 
s'ignorent mutuellement. Cette interpretation de la mecanique quantique a ete remarquee 
des le debut par les physiciens (qui imaginaient le chat de Schrodinger... ), et a porte le 
nom de "Many world interpretation" apres la these de H. Everett en 1957. 

Notons cependant que cette description des choses ne donne aucune explication quand 



a l'origine des probability : d'ou provient la loi (1.6.1) ? II ne s'agit done pas d'une inter- 
pretation complete de la mecanique quantique. 

Nous en avons parle, premierement car cette demarche theorique qui est de decrire 
l'environnement par ses etats quantiques est couramment utilisee, notamment dans les 
theories de la decoherence qui elles ont des consequences observables. 

Deuxiemement, c'est aussi pour montrer que le phenomene de la mesure quantique, et 
done du sens de la mecanique quantique elle meme, est un probleme difficile. II n'y a meme 
pas de question claire. C'est un sujet tres difficile, qui preoccupe les physiciens depuis le 
debut de la mecanique quantique, sans qu'aucun n'ait pu apporter une reponse satisfaisante 
a ce jour. II faut savoir que de nombreuses tentatives d'interpretations existent, voir par 
exemple le livre de R.Omnes [OmnOOj. 



1.6.3 Valeurs moyenne et variance de l'observable 

Dans cette section nous etudions les relations possibles entre un operateur autoadjoint 
donne A et un etat quantique donne \<p >G "H. 

Cette etude a un sens physique immediat dans le cadre du processus de mesure de 
l'observable A sur l'etat \<f> > comme explique plus haut, et permettra de donner les formules 
statistiques (moyenne et variance) de la grandeur observee. 
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Mais cette etude a aussi un sens si le systeme reste isole de son environnement. L'in- 
terpretation de V etude dans ce cas est d' analyser Vetat |0 > par rapport a la base propre 
de A. 

Comme ci-dessus, on note le spectre de A par 

i|<0a >= A a \i\) a > 

ou a est un indice discret ou continu et (ip a \ij; a ) = 1. Dans la base propre de A, un vecteur 
|0 >G H quelconque se decompose : 

10 >= ^2 ^ a ^ a > ' avec ^ a =< > 

a 

et Ton pose comme ci-dessus : 

p = l<^q|0>| 2 

< 010 > 



qui s'interprete comme la probabilite d'observer la valeur A a dans le cadre d'une mesure, 
voir section precedente. (Dans le cadre d'un systeme isole, P a est juste un coefficient positif 
qui ne s'interprete pas comme une probabilite). 

La liste des valeurs possibles A a avec leur probabilite respective P a pour differents a 
constitue un histogramme, et il est conventionnel de definir des grandeurs caracteristiques 
pour un tel histogramme (voir figure 1.6.3) : 



Definition 1,6.2, La valeur moyenne de l'histogramme (A a ,P a ) a est 

(A) :=Y,PaA a 

a 

Graphiquement, la valeur moyenne caracterise le barycentre de 1'histogramme. 
La variance de l'histogramme (A ai P a ) a est : 



(AA) 2 := ((A -(A)) 2 ) (1.6.4) 
= ^P a (A a -(A)) 2 (1.6.5) 



AA s'appelle l'ecart type ou encore l'incertitude sur la valeur de A. Graphiquement, 
l'ecart type AA (et la variance) caracterise la largeur de l'histogramme. Cette definition de 
"largeur" est naturelle car elle montre comment les valeurs A a s'ecartent du barycentre (A). 
On a pris la valeur moyenne des ecarts au carre (au lieu des distances) pour des raisons de 
commodite. 
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Figure 1.6.3 - Histogramme de valeurs A 1 , A 2 , ■ ■ ■ avec les poids respectifs P±, P2, 
Valeur moyenne (A) et ecart type AA de l'histogramme. 



Proposition 1.6.3. on a les relations tres utiles : 



(A) 



<0|i|0> 

< 6\A > 



(1.6.6) 



(AA) 2 = (A 2 ) -(A)' 



<6\A 2 \(b> <<b\A\6> 



< 00 > 



< 00 > 



Ces ecritures en terme de vecteur et d'operateur, sont interessantes car ne dependent 
pas explicitement de la base. 

Demonstration. On ecrit 

= (e < A (x>i^ >) / < m > 

= I A a 0 a 4> a I / < (f>\<j> >= ^2 P a A a 

\ a / a 



Et 



(A - (A)f ) = ( A 1 - 2A (A) + (Af ) = (A z ) - 2 (A) (A) + (.4) 2 = (A) 2 - (A) 2 



□ 
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Remarque (*) plus generalement, pour un histogramme ou distribution, on definit le 
moment d'ordre n par M n = (A n ). Ici, (A) = M u et Var(A) = M 2 - M\. 



Exercice Pour le paquet d'onde \<f> >= \x 0 ,po,o~ > defini en (1.1.6) page 22 et les 
observables de position x ou d'impulsion p, montrer que : 

(x) = / xP(x)dx = / x\i> X0iP0i(7 (x)\ 2 dx = x 0 



dp = po 



(P) = pP(p)dp= p 4> X0)P0)(T (p) 



Ax 



a 



Remarque : on a 



AxAp 



h 



(1.6.7) 



independant de a. 

(x) = xq est done la moyenne de la distribution \ip xo ,po,v{ x )\ 2 ■ Et Ax = a / 'y/2 est sa 
largeur. 

2 

(p) — Po est done la moyenne de la distribution il) Xo>Po ^{p) ■ Et Ap = (h/a) /a/2 est 
sa largeur. 



Ce resultat est schematise sur la figure |1 .6.4 
P A 



Surface ~ h 



Po 




Figure 1.6.4 - Distribution de probabilite \ip(x)\ 2 et ip(p) 



pour le paquet d'onde. La 



relation AxAp = | montre que la paquet d'onde "occupe" une surface ~ h dans l'espace 
de phase. Cela est formule plus rigoureusement plus loin. 



Exercice 1.6.4. Calculer l'energie moyenne (E) et la largeur en energie AE pour un 
paquet d'onde \<p >= \x 0 ,p 0 ,a > libre ( cad avec le Hamiltonien H = p 2 /(2m)). 
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Exercice 1.6.5. (voir Cohen T. p.240) 
Montrer que 

d (A) (t) _ 1 
dt ih 



AH 




Deduire la conservation de l'energie moyenne (et d'une maniere plus directe). 



Deduire le theoreme d'Erhenfest pour H 

d(x) 1 



2 1 n 



+ V(x): 



dt 



d 



dt 



dV 
dx 



x , 



qui sont des relations tres analogues aux equations de Hamilton classiques (dans ces der- 
nieres la deuxieme relation serait plutot = ~%{{ x )) \ cette difference apparament 
minime est en fait cruciale et se manifeste dans les differences entre evolution quantique 
du paquet d'onde et revolution classique d'une distribution de Liouville observees nume- 
riquement au debut du chapitre). 

1.6.4 Relation d'incertitude et relations de commutation 

Supposons maintenant la donnee d'un etat quantique \4> > et de deux operateurs au- 
toadjoints A et B. 



Definition 1.6.6. Le commutateur de deux operateurs A et B est l'operateur : 



A,B 



AB-BA 



Proposition 1.6.7. Dans le cas des operateurs x et p, on a 

[x,p] = ihi 



(1.6.1 



Demonstration, considerons une fonction 0 (x) quelconque. On (xpcj)) (x) = —ih (x-£) et 
{px(ft)(x) = —ifr^fa^ = — ifuj) — ih (x^. Done ([x,p] <p) (x) = ih<p(x) = (ihl\ <f>(x). Cela 
etant vrai pour toute fonction 0, on deduit [x,p] = ihl. □ 
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Proposition 1.6.8. La relation suivante montre plus generalement que pour deux opera- 
teurs autoadjoints A,B, V incertitude dans I'etat |0 > sont contraintes par la relation de 
commutation : (ref : Ballentine \L.E9fl§ p. 166) 



AAAB > 



A, B 



V\(t> >e H 



(1.6.9) 



Remarque : attention que bien que ce ne soit pas explicite, les expressions AA et (.) 
dependent de I'etat <f> € %. 

Demonstration. On considere un etat <fi EH, \\4>\\ = 1, et pour simplifier, on suppose que 
A) = (<j)\A(f>\ = 0, et (b) = 0 (pour cela il suffit de retrancher la moyenne). Alors 



AA 



0|i 2 0 



A, B 



(MM 



Acp 



. On a 



A(t>\B4> 



2^((A(j)\B<p 



alors, utilisant l'inegalite de Schwartz^ 



9f(^0|S^J < (A<t>\B<t>j 



< 



Acp 



B(p 



AAAB 



□ 



Remarques : 

o Dans le cas ou 



A, B 



0, on verra (page 

des vecteurs propres en commun. Si \<f> > est un tel vecteur, alors A A 
Dans ce cas les deux termes de l'inegalite sont nuls. 



229) que les deux operateurs A et B ont 

0, AB 



0. 



o Dans le cas des operateurs q,p, d'apres (1.6.8), l'inegalite (1.6.9) devient l'inegalite 



de Heisenberg ou relation d'incertitude bien connue : 



AqAp > -h 



Remarquer que dans le cas du paquet d'onde Gaussien 



(1.6.10) 



>= \xo,po, a >, on a 



montre eq.( 1.6.7), que cette inegalite est une egalite. 



9. Pour deux vecteurs u, v € 
vecteurs <f>,<if> G U, \(<j>\ip)\ < ||^|| 



l'inegalite de Schwartz est \u.v\ < \\u\\ \\v\\. De meme pour deux 
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1.7 Resume du chapitre 1 

Ce resume sert au premier cours de Master 1, car on suppose ce premier chapitre comme 
etant connu, deja etudie en L3. 

II est apparu des le XlXeme siecle que de nombreux phenomenes de la physique ne 
trouvaient pas d'explications avec la mecanique classique. De nouvelles idees apparaissent 
progressivement (« loi du corps noir » par Planck 1900, « effet photo electrique » par 
Einstein 1905) et en 1925 Schrodinger propose une « theorie ondulatoire » pour des « ondes 
de matiere », que Ton appelle la mecanique quantique. Dans cette theorie, une particule 
elementaire est modelisee par une fonction d'onde ip t ( x ) £ C°° (H^ 3 ) qui est une fonction 
a valeur complexes sur l'espace x G M 3 qui evolue en temps t G R selon l'equation de 
Schrodinger. Commengons par parler des fonctions d'ondes. 

1.7.1 Fonction d'onde 

On va decrire une particule quantique elementaire qui se deplace a une dimension 
selon x G R. 

Remarque importante : 

o La "particule" peut etre soumise aux "influences exterieures" (par exemple une 
force F (x) associees a une energie potentielle V (x)) mais on suppose que en retour, 
elle n'influence pas son environnement. Cela est le cas par exemple, d'une 
particule legere (un electron) et de son environnement qui serait des atomes lourds. 
Sinon, il est necessaire de decrire aussi l'environnement dans le systeme quantique 
etudie. 

L'etat de la particule a l'instant t est decrit par une fonction appelee fonction d'onde 



notee parfois \ip) et appele ket (notation de Dirac). En mathematiques, l'espace des fonc- 
tions ip G C°° (R) est un espace vectoriel (on peut considerer la somme ip 1 + ^ 2 et le 
produit externe X.ip avec A G C). 

Exemple particuliers mais importants : 
o Une onde plane d'impulsion p G R est 



aussi notee \p), avec la constante de Planck h = J^,h = 6.626 10 -34 J.s. II est 
important de noter que la longueur d'onde (= periode spatiale) de cette onde plane 
est I = 2irh/p qui est tres petite a notre echelle. 



f:iGl4^(i)GC 
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o Un paquet d'onde Gaussien de position moyenne x 0 G K, d'impulsion moyenne 
p 0 G K. et de largeur a > 0, est : 



(na 2 ) 



.Pox 



2a 2 




Remarque : un paquet d'onde est "localise" comme une particule. On parle aussi d'etat 
quasi-classique. 

Aspects mathematiques (Analyse) : 

o Lc produit scalaire entre deux fonctions d'ondes ip (x) et (p (x) est 



{ip\tp) = / ip(x)(p(x)dx 



La norme de (p est 



Ml = V(<P\<P) = ( / \<p(x)\ 2 dx 



1/2 



Par exemple ||V , x 0l po,cr|| = 1 e t HV'pII = 00 (norme infinie). 
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o L'espace de Hilbert des fonctions de carre sommable est (la fermeture) 



:= {if G C 0 °° (R) , |M| < oo} 
On notera aussi 

H := L 2 (R) 

l'espace de Hilbert des etats quantiques. Si p> G L 2 (R), </? 7^ 0, alors (p = verifie 
\\{p\\ = 1. On dit qu'elle est normalisee. 
o Avec la notation de Dirac, on note (ip\ ou appelee bra, la forme lineaire : 



1? (R) ->■ C 



On appelle (?/>| le vecteur dual metrique de \ip). On peut penser que le vecteur 
dual ip detecte des proprietes de <p> (voir sens physique du produit scalaire ci-dessous). 
o La distribution de Dirac en x ou l'etat de position x, est la forme lineaire : 
8 X : ip G C°° (R) — > 8 X (ip) =f(i)eC qui donne la valeur de ip en x. On note aussi 
(x\ = 5 X ainsi on peut ecrire ip (x) = (x\ip). Son dual est \x). L'ecriture suivante est 
abusive mais utile. 5 X (y) = (x\y) = 5 (y — x). Ainsi les deux ecritures suivantes sont 
equivalentes (la deuxieme utilise la notation de Dirac) : 



(x) = J 5 x {y)ip{y)dy & (x\ip) = J ' (x\y){y\ip)dy 



On peut penser que la distribution de Dirac est une fonction d'onde infiniment 

concentree au point x et sans impulsion. 
Le sens physique du produit scalaire deviendra clair lorsque nous rappelerons le postulat de 
la mesure. Rappelons deja l'inegalite de Cauchy- Schwartz qui est la relation generate 

\(ip\(p)\ = (cosa) \\ip\\ \\<p\\ < \\ip\\ |M| 

outtG [0, f ] est Tangle" entre les etats ip et (p. On a done 

0 < cosa = ; w „„' ' < 1 



Signification physique de Tangle a : 



o Si a ~ I \m\t!)\\ — 0 a l° rs et decrivent deux etats physiques differents. 
o Si a ~ 0 [hMnulj — 1 alors ip et p> decrivent deux etats physiques semblables. 
On a alors ip ~ \p> ou A G C est une constante (A = e ld est une phase si les etats 
sont normalises). 
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Exercice : Voici des exemples de fonctions d'ondes, construites a partir du paquet d'onde 
ipx 0 ,p 0 ,a{.x) ci-dessus et differentes valeurs des parametres xq,Po- 
o ipi = ipo t o,a avec largeur c < 1. 

° ^2 = ~^0,0,a- 

o ib 3 = 2ib 0fi:tT . 

o *0 4 = ^o, P ,a avec impulsion p -. 
° ^ 5 = 75 (^o,o,<r + V'iact) avec a < 1. 

O lt 6 = ^1,0,(7. 

° ^ 7 = 71 ("Vw + Vw)- 

1. Tracer Failure de ces fonctions d'ondes. 

2. Dans la limite c < 1 et p > ^, calculer les produits scalaires (ipi\ibj) pour i,j = 

1 ... 6 et deduire les valeurs de cos a it j = Qui mesure la difference entre les 

etats quantiques. 

1.7.2 Evolution d'un etat quantique ip t (x) 
1.7.2.1 Equation de Schrodinger 

On suppose que la particule est soumise a une force 

ou V (x) est l'energie potentielle (qui peut dependre du temps : V (x,t)). 
L'onde quantique evolue d'apres l'equation de Schrodinger : 

dibit) ( .h\ 



avec 



dt \ h 



p 2 

H = h V(x) operateur Hamiltonien (energie) 

2m ' ' 

p = —ih— operateur impulsion 

ox 

x operateur position 

done i^ip = -|^f^ et (xib) (x) = xib(x), (V(x)ib)(x) = V(x)ib(x). L'equation de 
Schrodinger s'ecrit done de fagon plus explicite comme une equation lineaire aux deri- 
vees partielles (E.D.P.) : 

dib T? d 2 ib 

ih— (x, t) = - — — (x, t) + V(x)ib(x, t) :Vx,t 
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Remarques : 

o Le fait que l'equation de Schrodinger est lineaire s'appelle le principe de superpo- 
sition. La consequence est que si ip\ (x, t) , ip 2 (x, t) sont solutions alors (ipi + ip 2 ) (%, t) 
et A.-01 (x,t) sont aussi solutions. La manifestation physique sont les phenomenes 
d'interferences. 

o Un resultat fondamental (qui a un statut mathematique) est qu'un paquet d'onde 
Gaussien ipx 0 , Po ,a evoluant d'apres l'equation de Schrodinger est proche a tout ins- 
tant t d'un paquet d'onde i/j x (t),p(t),a(t) avec x (t),p(t) regit par les equations de 
mouvement de Hamilton de la mecanique classique : 

dx dH dp dH 
dt dp ' dt dx 

Plus precisement, cela est vrai approximativement pour t fixe et dans la limite de 
h petit (i.e. petite longueur d'onde) par rapport aux unites physique du probleme 
(respect, taille du systeme). Pour les temps plus longs le paquet d'onde se disperse. 
Cette approximation est done d'autant plus valable que Ton observe les ondes a 
grande echelle (par rapport aux echelles atomiques ou K ~ 1). En physique, la petite 
valeur de h = 6.626 lCT 34 J.s a l'echelle humaine explique qu'il ait fallu attendre le 
XXeme siecle pour decouvrir les effets subtils de la mecanique quantique qui se 
manifestent a l'echelle des atomes 



10 



o Le fait d'obtenir l'operateur Hamiltonien H en substituant les variables x,p dans 



le Hamiltonien classique (0.1.4) par les operateurs x,p s'appelle le principe de 
correspondance. La remarque precedente explique ce principe. On en discutera 
encore en Section I1.7.2.3I 
o (*) Voir videos devolutions d'ondes quantiques sur la page web |Faub| . 

1.7.2.2 Ondes stationnaires 

Une onde stationnaire est un etat particulier, e'est un vecteur propre de H : 

Htjj = Eif;, E G E energie (1-7.1) 

qui s'appelle l'equation de Schrodinger stationnaire. 

L'evolution de ip est done : 

f (,,*, = (=^ = (^) W) 

donnant 

ip{x,t) =e- im / h ip{0,t) 

phase 



10. 

— En mathematique cette correspondance classique-quantique s'appelle 1' « analyse semi-classique » 
ou « analyse micro-locale » |Zwol2l |Tay96b] chap. 7]. 
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Par consequent le module \ip (x,t)\ = \ip (x,0)\ ne bouge pas (d'ou le nom d'onde station- 
naire). 

L'ensemble des valeurs propres E e , e = 1, . . . oo s'appelle les niveaux d'energie. Les 
etats d'energie, vecteurs propres ou ondes stationnaires associees sont notees ip e . 

Bien que les vecteurs propres (ondes stationnaires) soient des etats tres particuliers, ils 
ont une importance en physique car : 

o l'etat stationnaire de plus basse energie ip e =i, appele etat fondamental, apparait 

a basse temperature a cause des phenomenes de relaxation thermique. 
o Dans les experiences de spectroscopie, on excite un atome ou une molecule avec un 
rayonnement monochromatique, le faisant transiter par effet de resonance vers un 
etat stationnaire ip e d'energie plus elevee. 
Dans le cas d'un electron gravitant autour d'un proton (atome d'Hydrogene, voir (??)), 
on peut calculer les valeurs propres de H qui sont negatives et prennent des valeurs 
discretes |BC89] : 

1 



E n = -71- 



n e N* 



rr 



[1.7.2) 



1^,2 



a mc 



2 et la constante de structure fine a 



avec la constante de Rydberg 1Z 
Historiquement ce spectre discret a permis d'expliquer les raies de fluorescence des atomes, 



k c e 2 

he 



observees des 1752 par T. Melvill. Voir figure 1.7.1 



H(;H e H$ 



0.4 



0.5 



0.6 



0.7 



X(lim) 



Figure 1.7.1 - On eclaire un gaz d'hydrogene avec un laser pour lui fournir de l'energie. Les 
electrons des atomes reemmettent l'energie hu sous forme lumineuse (appelee fluorescence) 
apres une transition entre des niveaux d'energie E n — > E m , avec E m < E n . Par exemple 
les raies de Balmer (1885), notees H a , Hp, . . ., ont des longueur s d'ond es A n dans le visible 
donnees par hv n = ^ = E n — E 2 , n > 3 avec E n donnees par (1.7.2). 



Modele tres simple : e'est celui a une dimension d = 1 d'u ne part icule libre dans 
l'intervalle x E [Q,L]. On a H(x,p) = ^p 2 , H = -^h 2 -^ et \l.7.l\ s'ecrit ?p" < 



2mE 
h 2 



l x ) + 

ip (x) — 0 avec les conditions aux bords ijj (0) = ^ (L) = 0. Les ondes stationnaires 
sont done ip n (x) = sin (ri7r^), n > 1 et les niveaux d'energie sont E n ' 



1 I rmh \ ' 
2m \ L ) 
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1,7.2,3 Explication du principe de correspondance sur un modele simple 



On considere dans cette Section la position dans l'espace x G M. d . Considerons la fonc- 
tion de Hamilton classique lineaire suivantep] 

H (x,p) = v ■ p + w ■ (— x) (1.7.3) 
avec V = (v,w) G R d x R d = R 2d fixe. Les equations de Hamilton (0.1.5) donnent alors 

dx dH dp dH 

dt dp ' dt dx 

qui signifient que le point (x (t) ,p(t)) se deplace a vitesse constante V = (v , w) sur l'espace 



des phases. Voir figure 1.7.2 



£ Aw 



V = (v, w) 



IW0(OI 




Figure 1.7.2 - Champ de vecteurs de Hamilton V = (v,w) du modele simple (1.7.3). On 
montre qu'avec l'equation de Schrodinger, une onde (respect, sa T.F.) se deplace aussi a 
la vitesse v en x (respect, w en p). 



Au niveau de la mecanique quantique, avec le principe de correspondance on obtient 
l'operateur : 

H = vp + w-(-x) (1-7-4) 

et l'equation de Schrodinger (??) peut se resoudre pour donner explicitement pour toute 
fonction e C 0 °° (M d )Q: 



^ ( x ) = ( e -**Op»(«)/'y, 0 ) ( x ) 



e iw[xt L> 



^* 2 ) /r Vo {x - vt) 



(1-7-5) 



ainsi la fonction 



\ipt\ (x) = \ip 0 (x - vt)\ 



11. Attention ce modele ne correspond pas directement a un modele de physique. II peut cependant etre 
considerer (par linearisation) comme le comportement local d'une fonction H (x,p) quelconque. 

12. En effet iH^ = -w (x - vt) ip t (x) + ih (-v) e vw ( xt ~^ vt2 ) /h (d x ip 0 ) = Hip t et car d x ip t = i^f^t + 
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se deplace a la vitesse v selon x, comme en mecanique classique. Voir figure 1.7.2| Ensuite, 
pour comprendre 1'effet de w, considerons la fr-transformee de Fourier| 13 | de ip t '■ 



(P) := 



(x) dx. 



Eq. (1.7.5) donne : 



(TM (p) = e-H^-h^/n {J : M {p _ wt) 
qui montre que la fonction 



(1.7.6) 



se deplace a la vitesse w selon p. Voir figure |1.7.2 



Ce petit modele justifie a posteriori le principe de correspondance car avec le Hamilto- 

v, w) sur l'espace 



nien (1.7.3), l'onde se deplace comme une particule avec la vitesse V 



des phases (en fait vitesse v en x et vitesse w en p apres transformee de Fourier). De plus 
il montre la signification de l'impulsion p : elle intervient dans l'expression e~ lpx ' n = e~ lUxX 
et on peut done dire que u x = |p est une frequence spatialeJ^J Pour un Hamiltonien 
quelconque H(x,p), le champ de vecteur V n'est pas uniforme mais l'idee du calcul semi- 
classique est de montrer que dans la limite h — > 0, on peut considerer que V est « localement 
constant » dans l'espace de phase (x,p) (on dit « microlocalement »), on se ramene a ce 
modele simple ou le principe de correspondance est valide. Dans le calcul semiclassique, on 
calcule les corrections a cette approximation sous la forme d'un developpement en h. 



1.7.3 Signification probabiliste de la fonction d'onde i/j (x) 
1.7.3.1 L'experience des doubles fentes de Young 



Voir figure [T77T3| II s'agit d'une experience les plus intriguante de mecanique quantique 
mettant en valeur la dualite onde-corpuscule, tres simple en principe mais suscitant 
des questions d'interpretation qui n'ont pas vraiment de reponse. En rapport avec cette 
experience qu'il commente dans son chapitre 1, Richard Feynmann |Fey63| (physicien no- 
toire dans l'elaboration de la mecanique quantique) a ecrit « Personne ne comprends la 
mecanique quantique ». 

Les resultats de cette experience est "expliquee" par le "postulat de la mesure". 

1.7.3.2 Le postulat de la mesure 

Dans cette Section on considere une particule dans l'espace M 3 . La fonction d'onde ip (x) 
a une signification probabiliste : si une meme experience est repetee un grand nombre de 



13. Inversement ip t (x) = jy=yi J R d e lpx/h (Jk^t) (?) d P- 



14. en langage de la geometrie differentielle, l'impulsion p est un vecteur cotangent 
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canon v ^ 
a electrons 
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'i = l^il 2 



1 Pi = \H 
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Figure 1.7.3 - Schema d'une experience faite en 2012 |BPLB13| . interferences et detec- 
tion de l'onde quantique d'un electron apres le passage dans une double fente. Apres un 
petit nombre de detections les resultats semblent aleatoires, mais apres un grand nombre 



d'experiences indentiques on observe la densite de probabilite \ip (x) 
quantique. Voir video des impacts sur la page web du journal| 



predit par la theorie 



fois et produit une particule toujours dans le meme etat decrit par la fonction ip (x) alors 
cela signifie que la probabilite de detecter experimentalement la particule dans le domaine 
U C M 3 de l'espace est : 



1 



P(U) = — — / \^(x)\ 2 dx, (1.7.7) 



u 

avec la constante de normalisation ||-0|| := (J R3 \ip{x)\^ dx) ^ . Autrement dit la densite 
de probabilite est \if) (x)\ 2 dx. Noter que grace au prefacteur J^, et comme attendu, la 
probabilite sur tout l'espace est P (IR 3 ) = 1. Notons aussi que le resultat P (U) est inchange 
si on modifie ip — > Xijj avec A G C\{0}. Cette invariance est aussi vraie pour l'equation 
d'evolution (??) qui est lineaire. Done il est plus pratique de supposer que les fonctions 
d'ondes sont normalisees e'est a dire \\ip\\ 2 = (ip\il)) = 1, ce que Ton fera dans la suite. 



Ce resultat (1.7.7) etonnant (appele postulat de la mesure) montre que pour une 
unique experience, la theorie quantique ne predit rien. Elle ne peut predire que des moyennes 
sur des grands nombres. En physique, on parle de « hasard quantique intrinseque ». Par 
exemple la position moyenne de la particule (x) G M. 3 est donnee par 

|2 



(l):= i l|!f(l)l C' 7 - 8 ' 

Dans ce principe de la mesure il est aussi postule que apres une mesure ou la particule a 
ete detectee dans un domaine U C M 3 , alors la nouvelle fonction d'onde est supportee sur 
U. Cela s'appelle le « collapse de la fonction d'onde » ou « reduction du paquet 
d'onde ». 



La relation (1.7.8) est en fait plus generale. Par exemple pour une mesure de l'energie, 
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la valeur moyenne predite est donnee par 

{H) = U\H^ 



et il est postule en physique que cela est valable pour toutes les « observables ». Ce 
postulat de la mesure est en accord remarquable avec tous les experiences de physique 
menees jusqu'a ce jour. 



Nous allons enonce dans la Section 1.7.3.4 le postulat de la mesure de fagon plus ge- 



nerate (et plus abstraite). Avant cela nous rappelons quelques aspects d'algebre lineaire 
(mathematiques) . 

1.7.3.3 Rappel d'algebre lineaire. Spectre d'operateurs. (Analyse fonction- 
nelle). 

Considerons un operateur lineaire A : H — > H. L'operateur adjoint A + est defini par 
la relation ((p\A + ip) = (A(p\ip) pour tous ip,(p G Cq° (M). On dit que A est autoadjoint si 
A + = A. Par exemple les operateurs x, p, H sont auto-adjoints. Pour simplifier on considere 
des operateurs autoadjoints. 

On considere les vecteurs propres ipa et valeurs propres A a e E de l'operateur A : 

Alj; a = A a 4> a 

ou a = 1, 2, . . . sont des indices. 

Les valeurs propres A a sont reelles et que les vecteurs propres ipa forment une base 
orthogonale de l'espace des etats H. 

Demonstration. On ecrit 



{ip a \Aip b ) = A b (^j a \ij b ) = (A + ip a \ij b ) = (ij b \Aij a ) = A a (ij b \ij a ) = A a (ip a \ip b ) 

En faisant a = b on deduit que A a = A a done A a E R, valeurs propres reelles. En sup- 
posant A a ^ A b on deduit que (A b — A a ) (il> a \4>b) = 0 et (ij) a \ipb) — 0 ca d vecteurs propres 
orthogonaux. □ 

On peut classer les valeurs propres par ordre croissant A\ < A 2 < Attention, 

on peut avoir des valeurs propres repetees A a = A a+1 , appelees degenerescences. Plus 

precisement, pour une valeur propres A E K donnee, on note £a '■= yip G H,Aip = Atp^ 

l'espace propre associe. dim (£ A ) > 1 est le degre de degenerescence. Les espaces propres 
(£a)a son t orthogonaux entre eux. Dans un espace propre donne £a on choisit les vecteurs 
propres (ip a ) a comme formant une base orthogonale de £a- 

A une valeur propre donnee A, on associe le projecteur spectral Va '■ H £a- On a les 
expressions utiles suivantes pour le projecteur spectral : 



\fpi)hPi\ 
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Pour l'operateur A : 

A 

et pour l'operateur identite : 

A 

appelee relation de fermeture. 

Demonstration. II suffit de les verifier sur les vecteurs propres car ils forment une base 
orthogonales : (ip a \ipb) = 8 a ^(ipa\4>a) ■ Considerons un vecteur propre ipb de A. On a vu 
que si Ai = A A b alors (ipi\ipb) = 0 done pA^Pb = 0. Au contraire si A b = A alors 
pA^Pb = ^(^JlV'lt^ = ^' es ^ ^ien ^ a definition du projecteur orthogonal sur £ A . 

De meme, (j2 A AVa^ i>b = A b VA b ^b = A b ip b = Aip b done A = J2a AT a- Et finalement 
\J2a Pa) i'b = TA„tpb = 4>b done Id = J2 A Pa- □ 




II est important de savoir qu'un projecteur othogonal V est caracterise par les relations 
V 2 = V et V ] = A voir |Faul0h| . 

o Dans le cas simple ou la valeur propre A est non degeneree et le vecteur propre est 
normalise, ||^ a || = 1, alors on a l'expression plus simple : 

v A = MM 
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o Par exemples 
— pour l'operateur Hamiltonien (energie) on a 



e=l 



et 

Id = X> c )^ c | 

e 

L'operateur de position a un spectre continu car ses "valeurs propres" sont x £ 
R. Pour appliquer les relations presentees ici, il faut considerer un intervalle 
[x, x + dx] et le projecteur spectral associe s'ecrit V\ XjX +dx] — fx +dX \x')(x'\dx'. 
Pour l'operateur position on a alors 



x — x\x){x\dx 
Jr 

et 

Id = /|*)<^ 
De meme, pour l'operateur impulsion, on a 

= / P\p)(p\dp 



P 
et 



Id = / \p)(p\dp 



1,7.3.4 Mesure d'un etat quantique 

o Si la particule interagit et influence son environnement, alors l'equation de Schro- 

dinger ci-dessus n'est pas valable. 
o On dit que cet environnement est un "detecteur" si il "mesure" une grandeur phy- 
sique particuliere A appelee observable (ex : position x de la particule, impulsion 
p, energie H, etc.). Voici comment decrire la mesure dans un cas ideal. 
- Un operateur autoadjoint A (comme discute ci-dessus) est associe a l'observable 
A. On considere ses vecteurs propres i\) a et ses valeurs propres A a definies par : 

Ma = K^a 



ou a = 1,2, ... sont des indices. (Dans le cas d'une mesure de position, penser 
par exemple que a = 1, 2 . . . numerate des detecteurs alignes sur l'axe x, et que 
A a = x a <ER est la position du detecteur a.) 
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Postulat de la mesure : 

o Si la particule est dans un etat initial cj> et interagit avec le detecteur alors le re- 

sultat de la mesure sera une des valeurs propres A\,A 2 , Apres une seule 

experience il est impossible de savoir quelle valeur est obtenue, c'est le "hasard 
quantique". 

o Mais si on repete un grand nombre de fois la meme experience (cad avec le meme 
etat initial 0, meme detecteur, meme observable) alors la valeur A apparait avec la 
probabilitej^] : 



Proba (A) = 

On verifie^] que J2 A Proba (A) = 1. 
Remarques : 

- dans le cas simple ou la valeur propre A est non degeneree et les etats sont 
normalises, cad \\4> a \\ = 1, ||0|| = 1, alors on a l'expression simple : 

Proba(A) = (0|^)(^|0) = |(^|0)| 2 

— Si les resultats experimentaux apres N mesures sont a%, a 2 , ■ ■ ■ , ajv? la moyenne 
experimental est (a) N := ^ (oi + a 2 + . . . + a N ). Pour N — > oo la theorie 
quantique predit qu'elle converge vers une valeur precise 

(a) N -> (A) 

N— >oo 

qui est la moyenne statistique donnee par (on utilise la relation de fermeture) : 

\v A <t>) {<p\U) 



(A) := A ■ Proba ( A ) = J2 A ~ 



A (m (010) 

o Juste apres la mesure, si la particule n'a pas ete detruite, elle est alors dans l'etat 

0' = V A <P 

qui est done un veeteur propre de A : Acj)' = Acj)' . Ce phenomene s'appelle aussi la 
reduction du paquet d'onde ou le collapse de la fonction d'onde. 

Par exemple si on mesure la position de la particule, l'observable est l'operateur position 
x et (supposant l'etat initial normalise ||-0|| = 1) 

px+dx 

Proba (x G [x,x + dx]) = (^\V[ X:X+d x}^P) = / | (x'\^p)\ 2 dx' ^= \ (x\ip)\ 2 dx = \ip (x)\ 2 dx 

dx^O 

On dit que \ip (x)\ 2 est la densite de probability en position. 



15. la derniere egalite vient de ce que Va est un projecteur orthogonal verifiant V\ = Va et V A = Va 
done : ll^ A0 H 2 - - {4>\VaVa4>) _ 



(<t>\<t>) ~ <0i0> ~ <0i0> 



16. Preuve : avec la relation de fermeture, J^a P r °ba (A) = J2a ^Sxr^ = ^n^—^ = = 1 
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Remarque 1.7.1. Une particule quantique qui se deplace dans un milieu pas parfaitement 
vide est localisee sans cesse par le phenomene de reduction. Cela lui donne l'aspect d'une 
particule classique localisee qui se deplace . 



1.8 Conseils de Lecture 

o Cohen-Tannoudji |CBF| . chapitres I, II, III 

o Cours de Feynmann |Fey63| , chapitres 1,2,3,8,20. 

Pour approfondir : 

o Pour approfondir les problemes de decoherence et de mesure quantique : 

— Cours de C. Cohen Tanoudji du college de France, (a telecharger sur le web !) : |Cla88| 

— Tres bon cours de Joos dans : [D EC+96] 

— Cours de S. Haroche du college de france |Har02| . 
o Pour approfondir les aspects mathematiques, 

— Mathematiques generates : |YCB 82j 

— Livre de mathematiques sur l'analyse fonctionnelle : Reed & Simon |RS72| . 

— Pour plus de precisions sur la theorie mathematique des operateurs lineaires non 
bornes : |RS72| chapitre VIII. 

— Sur la theorie des distributions : |Tay9 6a|,|Sch66|, ou [CB73J. 

— Mathematiques pour la mecanique quantique : [SI00J. 
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Chapitre 2 

Une particule quantique sans spin a 1 
dimension (II) 



Dans cette deuxieme partie toujours consacree a la description d'une particule isolee, 
a une dimension (et sans spin), on developpe l'aspect algebrique, et on montre en parti- 
culier l'utilite de la theorie des groupes a travers la resolution du spectre de l'oscillateur 
harmonique. 



a 

2.1 Interpretation des operateurs x H comme genera- 
teurs 



2.1.1 H genere les translations dans le temps 



2.1.1.1 L'operateur d'evolution : le propagateur 



L'equation d'evolution de Schrodinger (1.3.1 ) page 30 donne la modification instantanee 
^j-\4>(t)} = (^) H\cj)(t)} de l'etat quantique. Etant donne un etat initial |0(O)) a l'instant 
t = 0, nous allons voir qu'il est possible d'avoir l'expression de l'etat | </>(£)) apres une duree 
finie t d'evolution. 
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Proposition 2.1.1. L'equation d' evolution de Schrddinger (1.3.1) page 30 donne la mo- 
dification instantanee d'un etat quantique a chaque instant 



d 
dt 



I'M*)) 



h 



H\4>(t)) 



f2.1.1] 



On dit que H est un generateur. Etant donne un etat initial |0(O)) a Vinstant t = 0, son 
etat \4>(t)) a un autre instant t est donne par 



W)) = u(t) |0(o)) 



(2.1.2) 



ou V operateur U(t), appele propagateur ou operateur d' evolution ou encore opera- 
teur de translation dans le temps est solution de l'equation : 



dU (t) 
dt 



--H(t))U(t) 



u(o) = i 



(2.1.3) 



Si H (t) est independant du temps, alors cette equation admet une solution unique que 
Von note : 



U(t) = exp 



-iHt 



E 

n=0 



1 ( -iHt 



(2.1.4) 



Demonstration. Supposons eq.(2.1.4|. Verifions que \(f)(t)} defini par (2.1.21 satisfait l'equation 



de Schrodinger (dont la solution est unique) : 



dm)/dt = d £ im) 



iH/h)U(t)\m) = (-iH/h)\<t ) (t)) 



□ 



Remarque (*) : la serie (2.1.4) sert de definition a la notion d'exponentielle d'operateur, 

* •*> -2 

mais n'est pas convergente si H n'est pas un operateur borne. Or H = |- + V (x) n'est pas 
borne car l'energie peut etre arbitrairement grande. Si H est une matrice, (ou operateur de 
rang fini), il n'y a pas de probleme. Dans ce cours, on se permettra d'utiliser l'expression 
(2.1.4), bien que ce ne soit pas justifie a priori. Pour plus d'informations mathematiques 
sur l'equation (2.1.3), consulter un ouvrage sur "la theorie des semi-groupes", par exemple 
celui Pazy |Paz83j ou Engel et Nagel |EN06l IEN99] . 
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Proposition 2,1,2, Si H est autoadjoint (c'est a dire H + = H) alors U (t) est unitaire 

c'est a dire Von a les relations suivantes (qui sont equivalentes) : 



(1)W V , U(t)ip 



norme conservee 



(2)\/ip,ip, (U (t) ip\U (t) ip) = (i/j\ip) :produit scalaire conserve 



(3)(U{t) 



U(t) 



-i 



U(-t) 



Demonstration. Supposons que H + = H. Alors 

U + {t) = exp (^-iHt/hj + = exp [iH + t/f^j = exp (iHt/h 

= exp (-iH(-t)/h) = U(-t) 



U + (t)U(t) = U(-t)U(t) = exp (iHt/hj exp (-iHt/hj = I 
done (u (t)) + = U (-t) = (u (t)) . On a montre (3). Ensuite on a 



(2) : W, <p, (U (t) n(>\U(t) <p) = (VI [U (t)J U (t) <p) = 

2 / „ 

done on a obtenu (3)44>(2). Et Finalement (2) implique (1) car U (t) tp = (U (t)<p\U{€)ip 

(<p\<p) = IMI 2 - 

(*) Finalement pour montrer que (1)=>(2), On utilise (ip+<f)\ = + (4>\<i)) +2?H ((V'l^)) 
donnant (ip + + i<p) = (ip\ij)) + (4>\4>) ~ 29 ((ip\<j))) et done : 

= \&> + + 4>) + {i~ 1) W#> + (i - !)<</#> - W + i<M + i<f>)) 

Cette derniere expression de (tp\4>) appelee relation de polarisation, ne fait intervenir que des 
produits scalaires de la forme {<p\<p) = |M| 2 - (1) suppose que cette norme est conservee par Taction 
de U. On deduit que (ip\<fi) est aussi conserve, soit (2). 

□ 



o Exercice (TD) : retrouver l'eq.(1.5.12) a partir de eq.(1.5.11) et (2.1.2) 



Remarque (*) 

o L'equivalent en geometrie euclidienne (espace vectoriel reel) sont les transformations 
orthogonales (par exemples les rotations) qui conservent le produit scalaire euclidien. 
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2.1.1.2 Le groupe d'evolution des etats quantiques dans le temps 

Les operateurs d'evolution U(t) dependent du parametre continu t e R. lis forment 
done un ensemble d'operateurs unitaires, verifiant les 3 proprietes suivantes : 

U(tt)U(t 2 ) = U(tx + t 2 ) : loi de composition (2.1.5) 
U(0) = I : element neutre (2.1.6) 

U(t)) 1 = U(-t) : inverse (2.1.7) 



Pour cela on dit qu'ils forment un groupe de Lie de dimension 1 d'operateurs unitaires. 

Le terme "groupe" est lie aux 3 proprietes, et le terme "Lie de dimension 1" vient du 
fait qu'ils dependent continuement d'un parametre : t. 

Dans le cas present e'est le groupe d'evolution dans le temps. 

On dit que U(t) est un element du groupe (e'est ici un operateur unitaire) et que 
H est le gen erate u r du g roupe (e'est un operateur auto-adjoint). Les trois expressions 



equivalentes ( |2.1.1[ ),( |2.1.3[ ),( |2.1.4[ ) montrent la relation entre le generateur H et l'element 
du groupe U (t). 

La notion de groupe peut paraitre un peu abstraite ou inutile ici, mais nous rencon- 
trerons d'autres exemples moins simples de groupes dans la suite, ou ces meme relations 
apparaissent et cette notion a finalement une extreme importance en mecanique quantique. 



Exercice (Autre exemples de Groupes de Lie) (*) 

1. Montrer que les translation d'un point sur la droite (R), (respectivement le plan (R 2 ), 
et l'espace R 3 ) est un groupe de Lie de dimension 1 (respect. 2 et 3). Remarquer que 
le groupe d'evolution dans le temps ci-dessus est isomorphe au groupe de translation 
sur la droite. 

2. Montrer que les matrices de rotations conservant l'orientation dans le plan R 2 
forment un groupe de Lie de dimension 1. Ce groupe de matrices est note 5*0(2). 

3. Montrer que les matrices de rotations conservant l'orientation dans l'espace R 3 
forment un groupe de Lie de dimension 3. Ce groupe de matrices est note 50(3). 
(Rappel : il faut trois angles d'Euler pour specifier une rotation). 

Remarque : Nous avons deux points de vue sur l'operateur auto-adjoint H : 

1. dans ce paragraphe (et aussi d'apres l'equation de Schrodinger), il est interprete 
comme un generateur d'evolution. 

2. Dans le paragraphe sur l'operation de mesure, il est interprete comme une obser- 
vable possible de la grandeur energie. 

Ce double aspect est valable pour tout operateur auto-adjoint. 
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Developpement limite (*) : Si t -C 1, le developpement limite au premier ordre de 
(l'exponentielle) U(t) est : 

, iH \ t iH 
U(t) = exp | -—t J = I - — t + o(t) 

Cette expression montre le role de H dans l'expression de U(t) comme transformation 
infinitesimale. 

2,1,1,3 Relation d'incertitude temps-energie 

Considerons un etat quelconque G % normalise, et son evolution \ip(t)} = U (t) \ip). 
Si \ip) est etat propre de H, alors c'est un etat stationnaire car il verifie \(ip(t)\ip(0)}\ = 



1, Vt, et son incertitude en energie (definie par 1.6.4) est AE = 0. Un etat quelconque 



par contre n'est pas forcement un etat stationnaire. On a la propriete suivante. 



Proposition 2,1,3, Si G H est un etat normalise, son evolution etant notee \ip(t)) 
U if) \ip) alors le produit scalaire avec I'etat initial decroit comme : 



t 



2 



i^(o)i^)>r = i-(^) +o(t 2 ) 

avec la duree caracteristique : 

2 A / A \ 2 



(AE) 2 := ((H - (H)) } = (H 2 )-(h 



L 'interpretation est que I'etat \il>(t)) a sensiblement change de I'etat initial \ip(0)) (et avec 
lui toutes ses proprietes observables) seulement apres la duree At. 
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(remarquer que At — > oo si AE — > 0). Cette derniere relation qui s'ecrit aussi At AE = 
h, s'appelle la relation d'incertitude temps-energie. Attention cependant que nous 
n'avons pas introduit d'operateur "temps", et done que cette relation d'incertitude n'est 



pas de la forme (1.6.9) etudiee plus haut. 



Demonstration, on a 



kin) = r(/)Mo>>: [i-ilH-±pH* + 0 (f))\r { Q)) 



Alors 



et done 



2h 2 



\H 2 \ij)+o(t 2 



\<i>(o)m))t 



h (H)j + o(t 2 ) = l--{H 2 ) + -(H) 2 + o(t 2 ) 



f* >. \ ft * \ t 1 ~ t l 

1 " ^ ((H 2 ) - (H) 2 ) + o{t 2 ) = \-t (AE) 2 + o{t 2 ) 



□ 



2.1.2 Groupe des translations des etats quantiques en espace 

Soit ip(x) une fonction d'onde, et ip\(x) = ip(x—\) la meme fonction translatee de A G K 
en espace, dans la direction x. Voir figure ( 2.1.1[ ). On definit l'operateur de translation 
T\ qui effectue cette transformation : 



f x ip) (x) = ip(x - A) 



(2.1.9) 




x—X X 
Figure 2.1.1 - Translation d'une fonction d'onde de A. 



Proprietes et remarques 



2.1. INTERPRETATION DES OPERATEURS X, P, H COMME GENERATEURS 93 



Proposition 2.1.4. les operateurs T\ forment un groupe a un parametre A G WL d'opera- 
teurs unitaires, appele groupe des operateurs de translation des etats quantiques 
en x. Le generateur est l'operateur impulsion selon x : 



P 



-ih 



d 

dx 



(2.1.10) 



Demonstration. Notons p le generateur des translations sans savoir a priori son expression. Par 
definition 

d\i>\) ( ip\ I / 



dX 



h 



done 



On a ip\(x) = ip(x — A), done 



ttA (2A CtA (XX (2X 



Par identification on deduit que -£p = — soit p = — ih 



dx ' 



□ 



o (*) Graphiquement, la relation de base (dip\/d\)(x) = —(dip\/dx)(x) (qui est res- 
ponsable de la fameuse expression "p = —ih-^" pour l'operateur impulsion) est assez 



claire sur la figure (2.1.2) 




x 



Figure 2.1.2 - Schema d'une petite translation, montrant la relation (dvp\/d\)(x) 
— (dip\/dx)(x) entre la variation de la fonction et sa derivee. 



o L'interpretation de l'impulsion comme generateur des translations spatiales est assez 
fondamentale, et valable en mecanique classique comme en mecanique quantique, 



voir page|95j De plus, le calcul precedent justifie d'un certain point de vue l'expres- 
sion a priori surprenante de l'operateur impulsion p = —ihd/dx introduite des le 
chapitre 1. 



94 CHAPITRE 2. UNE PARTICULE QUANTIQUE SANS SPIN A 1 DIMENSION (II) 

Exercice 2,1,5. Montrer Taction suivante de l'operateur translation sur les etats de posi- 
tion 

(x\f x = (x-\\ (2.1.11) 
f x \x) = \x + A) (2.1.12) 



2.1.3 Groupe des translations en impulsion (*) 

On peut faire de meme avec la translation en impulsion, c'est a dire considerer l'ope- 
rateur B^ qui translate de \i G R la fonction d'onde en representation d'impulsion (1.5.8) 
page [52] : 

2 

D'apres la relation p = mv (obtenur en mecanique classique si H (q,p) = + V (q)), 
l'operateur consiste a changer la vitesse par une constante v — iL . Cela s'appelle aussi 
un boost. Ce changement intervient lors d'un changement de referentiel Galileen : 

x 1 = x + vt, donnant dx'/dt = dx/dt + v. 

Exercice 2.1.6. Montrer que B^ ferment un groupe a un parametre /iEK d'operateurs 
unitaires, et que l'operateur position (—x) est leur generateur, i.e. : 

4 = exp(- i ^)=exp( i f) (2.1.13) 



d\i \ h 



Resume jusqu'a present : (voir figure 2.1.3) 

o L'operateur (— x) est le generateur des translations des fonc- 
tions d'ondes en impulsion. 

o L'operateur p est le generateur des translations des fonctions 
d'ondes en espace. 

o L'operateur H est le generateur des translations des fonc- 
tions d'ondes en temps. 



Cet enonce un peu abstrait, est utilise dans les formulations "modernes" et geometriques 
des theories physiques. 
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temps t 



genere par -x 




A 



genere par H 



genere par p 



Position x 



Figure 2.1.3 - Resume de Taction des generateurs des translations dans l'espace (de phase) 
et temps. 



2.1.4 Generateurs en mecanique classique (*) 

Montrons que en mecanique classique de Hamilton la situation est analogue. 

Rappels (voir cours de mecanique analytique de L3 |FaulOc| ) : un etat est un point 
(x,p) dans l'espace de phase. Si le point (x(t),p(t)) evolue en temps, il satisfait l'equation 
devolution de Hamilton : ^ 

* ( P ) = ( "I 

C'est equation qui est l'analogue classique de l'equation de Schrodinger, permet de dire 
que la fonction de Hamilton H est le generateur de revolution temporelle. 
Si maintenant on considere les translations en espace de A G 1, 



Oa,Pa) = T x (x 0 ,p 0 ) = (x 0 + \,p 0 ) 



alors dxx/dX = 1, et dp\/d\ = 0, soit 

d_ 
dX 



X\ 

Px 



dG 
dx 



ou le generateur est cette fois ci la fonction impulsion G(x,p) = p. 

De meme pour les translations en impulsion, le generateur est la fonction G(x,p) 
0 



-x. 



1. Attention, il y a cependant une difference entre les translations dans l'espace de phase en mecanique 



classique et quantique : du fait de la non commutativite [q,p] ^ 0, on deduit que 



Tx,B, 



7^ 0 en general, 



ou T\ est l'operateur (2.1.91 et est (2.1.131. On verra par consequence que le groupe des translations 



quantiques dans l'espace de phase, appele groupe de Weyl-Heisenberg, est un groupe de Lie non commutatif 
de dimension 3. En mecanique classique le groupe des translations dans l'espace de phase est un groupe 
de Lie commutatif de dimension 2. Le troisieme parametre apparaissant en mecanique quantique est une 
phase dont on verra l'importance dans la section suivante. 
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P ♦ 



Figure 2.1.4 - Trajectories dans l'espace de phase classique (x,p) engendree par le gene- 
rateur G(x,p) = p. Ce sont des translations en x. 

2.1.5 Representation de Heisenberg (*) 

En resume, dans la description mathematique que nous venons de faire de revolution 
quantique, un etat quantique est un vecteur ip (t) e H qui evolue d'apres l'equation de 
Schrodinger : 

dt Y 

ou H (t) est l'operateur Hamiltonien. On a alors ip (t) = U (t) ip (0) avec 

U (t) = exp (-iHt/h) . 



Si on effectue une experience associee a une observable A (operateur auto-adjoint), la 
distribution statistique des resultats possibles est donnee par les probabilites d'observer la 



valeur propre A a l'instant t (d'apres eq.( 1.6.2) page 61) : 



Va^P (t) 



(ou Va est le projecteur sur l'espace propre associe a la valeur propre A). 

Cette description s'appelle aussi la representation de Schrodinger. 

On a vu que l'operateur U (t) est un operateur unitaire, qui agit sur l'espace de Hilbert 
en preservant sa structure (son produit scalaire). On utilise l'operateur U (—t) a l'instant 
t comme transformation dans l'espace de Hilbert : 



i/j -)■ $ := U ■ 



:transformation d'un vecteur 



(La transformation inverse est simplement ifi — > ijj = U (t) ip). La representation de 
Heisenberg de la mecanique quantique consiste a effectuer cette transformation. 
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Par cette transformation, un operateur A devient : 

A(t) = U (—t) AU (t) : transformation d'un operateur 
et depend done du temps. 

Demonstration. En effet : par definition un operateur agit sur des vecteurs : si ^1 G H 
et ip 2 = Aipi alors par la transformation on obtient ipi = U (—t)ipi et tp 2 = U (—t)ip 2 . 
L'operateur recherche A est defini par ip 2 = Aipi. Or tp 2 = U (— t) ip 2 = U (— t) AU (t) ipi 
done A(t) = U(-t)Au(t). □ 



Exemples : 

o par cette transformation, l'etat ip (t) qui evolue devient : 

iP(t) = U (t) i)(0)^i) = U (-t) ip(t)=ip (0) 
et devient done un vecteur qui n'evolue pas. 



Remarque : 

o II n'y a rien de profond dans ce "changement de representation". II faut considerer la 
representation de Heisenberg comme un changement de coordonnees en geometrie ou 
en mecanique classique. Son interet est que revolution ne porte plus sur les vecteurs 
(qui deviennent fixes) mais sur les operateurs comme A if). Or il existe des tech- 
niques tres puissantes pour etudier les operateurs, leur spectre, la dynamique qu'ils 
generent, comme l'analyse micro-locale ou l'analyse semiclassique (qui consiste a ra- 
mener l'etude d'operateurs par l'etude de fonctions sur l'espace de phase, appelees 
symbole de l'operateur), [?], |Mar02| . 

Exercice 2,1.7. "Groupe de Weyl- Heisenberg" 

Le but de cet exercice est de montrer le role fondamental des operateurs H,p,x comme etant 
respectivement les generateurs des transformations dans le temps t, l'espace x des positions, et 
l'espace p des impulsions. On considere une fonction d'onde ip(x,t) = (x\ip (t)) decrivant une 
particule evoluant a une dimension. 

1. Soit to un intervalle de temps. On note i/j (x, t + to) = (x\U (to) i> (t)), ou U (to) est l'opera- 
teur unitaire d'evolution sur l'intervalle de temps to- Partant de l'equation de Schrodinger 
= (t) Hip (t), deduire l'expression de U (to) en fonction de H. On dit que H est le 
generateur de la transformation U (to). 

(a) Par analogie, soit xq un intervalle d'espace. On note (a t fixe) (x\ip xo ) = V'ieo ( x ) = 
ip (x — xq) = (x — Xo\ip) la fonction d'onde tp (x) translatee de xq (verifier sur un schema 
que e'est la bonne expression). En derivant cette equation par rapport a xo, montrer que 
= (^) pi^xo - On note T (xq) l'operateur unitaire qui translate la fonction d'onde 
de xq, e'est a dire ip Xo = T (xq) ip. Montrer que T (xq) = exp ((-?) pxo). On dit que p 
est le generateur des translations en espace. Montrer que \x + xq) = T (xq) \x). 
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(b) Soit B (pq) l'operateur "boost" d'une impulsion po, c'est a dire qui transforme une 
onde plane : B (po) \p) = \p + po). Note : en mecanique non relativiste, cet operateur 
correspond a faire un changement de referentiel de Galilee : v — > v + vq, avec p = mv, 
p = tuvq. Par analogie avec ci-dessus, montrer que l'operateur (— x) est le generateur 
des ces transformations : B (po) = exp ((^r) (— x)po)- 



A, B 



commute 



(c) Si A, B sont deux operateurs qui ne commutent pas, mais tels que 

avec A et B, alors e^e^ = e^ + ^e^ A,B ^ (relation de Glauber, voir Cohen- Tannoudji 
[CBF] p. 174). Utilisant cette relation, montrer que : 

f (-x Q ) B (-po) f (x 0 ) B (p„) = e- 2m M 

ou S = xqPq est l'aire du rectangle dans l'espace de phase parcourut par le chemin des 
transformations successives. Note : on appelle S l'action. Les transformations T (xq), 
B (po) forment le groupe de transformations de Weyl-Heisenberg. Le role de la 
phase e~ 2m 2^h est fondamental en mecanique quantique. Quelle est l'interpretation de 
la quantitee sans dimension S / (2tvK) ? 

A 

2.2 Le potentiel harmonique ; Spectre de H et evolution 

reference : Ballentine pill [L~E90j. 

Comme signale plus haut, il est en general impossible de resoudre de fagon exact l'equa- 
tion de Schrodinger pour une particule dans un potentiel quelconque V(x) a une dimension. 
En revanche cela est possible pour un potentiel quadratique V(x) = ax 2 + bx + c. Dans cette 
section nous allons resoudre ce probleme, et nous interesser au potentiel Harmonique : 

V(x) = -jkx 2 

Le Hamiltonien correspondant est celui de l'oscillateur harmonique : 

H=^ + -kx 2 (2.2.1) 
2m 2 K ' 



2.2.1 Importance du potentiel Harmonique en physique 

Si une particule se deplagant a une dimension, subit un champ de force derivant d'un 
potentiel F(x) = —dV/dx, et se trouve pres d'une position d'equilibre, disons en x = 0, 
alors F(0) = —(dV/dx)(0) = 0 ; si de plus cette position d'equilibre est stable, alors 
(dF/dx)(0) = —(d 2 V/d 2 x)(0) < 0. Dans ce cas le mouvement de la particule reste au 
voisinage de cette position d'equilibre, et on peut approximer la fonction potentielle par 
son developpement limite en x ~ 0 : 

V(x) = V(0) + x^(0) + ^ 2 0(O) + o(x 2 ) (2.2.2) 

= -kx 2 + o(x 2 ) (2.2.3) 
2 
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en p os ant : 



et V(0) = 0 (par choix de l'echelle d'energie). Voir figure 2.2.1 



Cette situation est tres courante, car a "basse" temperature, les particules ont tendance 
a se mettre pres de leur position d'equilibre stable qui est la position de plus basse energie. 

approximation 



harmonique 




Figure 2.2.1 - Approximation harmonique pres de la position d'equilibre stable. 

Pour ces raisons, l'approximation harmonique est tres utile et fondamentale 
en physique. 

Les equations de mouvement classique sont pour le Hamiltonien H (x,p) = | — h ^kx 2 , 



dx OH 
dt dp 



p_ 

m ' 



dp 
~dt 



OH 

dx 



—kx. 



(2.2.4) 



Elles sont lineaires en les variables (x,p), car celles ci n'apparaissent que au degre 1. 
Pour cette raison, on parle aussi de l'approximation lineaire du mouvement. (Plus 
generalement, les equations de mouvement sont lineaires lorsque le Hamiltonien H (x,p) 
est quadratique en (x,p)). 

La resolution de ces equations (voir rappels ci-dessous) montre que la particule a un 
mouvement d'oscillation a la frequence 



independante de l'energie, et que x(t) = A sin (—cot + if) est purement sinusoi'dale. Le 
terme "harmonique" vient de cette propriete. Rappelons nous aussi que les trajectoires 



x(t),p(t) dans l'espace de phase sont des ellipses (voir figure 1.3.2). 



Rappels sur le mouvement classique de l'oscillateur harmonique (*) : L'equation 
H (x,p) = 2— + \kx 2 = E = cste est l'equation d'une ellipse dans l'espace de phase (x,p) 
de demi axes 



X i: 



2E 



Pn 



V2mE 
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mais pour connaitre le mouvement (x(t),p(t)) sur cette ellipse, il faut resoudre les 



equations du mouvement (2.2.4). Ce qui est particulier dans ces equations est que le terme 
de droite est lineaire en x,p (cad de degre 1). La petite difficulte est que les deux equations 
sont couplees. Un tel systeme est soluble avec de l'algebre lineaire. Pour simplifier, ici on 
exploite le fait que l'expression est simple. Posons (avec E = 1) : 



X :-- 



x 



,1, t 



Posons 



alors 



k 

2 X ' 



Y :-- 

V 

Til 



p 



Pn 



P 



'2m 



(2.2.5) 



X 
Y 



x 



'2m 



P 



k / p 

2 \m 
k 

-x 



Y = ujY 



2m 



m 
-uX 



Soit 

Z :=X + iY E C 
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alors 

Z = X + iY = -icu {X + iY) = -tuZ 
on obtient une equation tres simple a resoudre : 

Z(t) = Z (0) e _<wt , 

qui est un mouvement de rotation a vitesse angulaire oj dans le sens indirect sur C. 
En notant Z (0) = Ae itp , on a 



(2.2.6) 



Z (t) = Ae i{ ^ t+v) 



done 



X(t) = Zi (Z (t)) = A cos (-ut + (p), Y(t) = $f(Z (*)) = A sin (-ut + <p) 
Remarquer que 



H = X 2 + Y 2 = ZZ 



Avec le changement de variable (2.2.5) les ellipses dans les coordonnees de depart (x,p) 
sont devenues des cercles dans les coordonnees (X,Y). 



Remarques : 

o pour un probleme a plusieurs dimensions ou plusieurs degres de liberte, cela est 
encore valable. 

o Par exemple, les equations de Maxwell sont lineaires par rapport aux champs E, B. 
Ainsi la dynamique du champ de Maxwell est "harmonique", et l'analyse de cette 
section sera directement applicable pour comprendre la nature quantique du champ 
electromagnetique et le concept de photon (etats stationnaires quantiques des os- 
cillations du champs). 

o Comme autre exemple, citons les ondes de vibration d'un solide. L'equation d'onde 
elastiques est non lineaire mais pour les faibles amplitudes, on peut utiliser l'ap- 
proximation lineaire comme decrite ici, et les petites vibrations du solide sont alors 
decrites par un Hamiltonien qui est la somme d'oscillateurs harmonique indepen- 
dants. Les phonons sont les etats stationnaires quantiques de ces oscillations. 

o Dans la theorie actuelle (moderne) de la physique fondamentale, appelee "modele 
standard de la physique des particules",le Hamiltonien est non quadratique. 
Par consequent les equations de mouvement classiques des champs sont non lineaires. 
Afin de pouvoir les resoudre, on neglige les termes non lineaires (lorsque cela est 
possible, et cela revient a negliger les interactions), et Ton obtient des equations li- 
neaires appelees "equations des champs libres", analogues au modeles de l'oscillateur 
harmonique. Les etats propres quantiques de ces champs libres correspondent aux 
particules elementaires. La grande difficulte a laquelle est confrontee la physique 
des particules est de justifier cette approximation lineaire (de montrer que les vrais 
etats propres sont proches), et d'aller au dela de cette approximation. Voir section 

El 



102CHAPITRE 2. UNE PARTICULE QU ANTIQUE SANS SPIN A 1 DIMENSION (II) 



2.2.2 Resolution algebrique du spectre 

Pour resoudre le spectre de l'oscillateur Harmonique nous allons essayer de mettre en 
evidence dans ce cas simple, une demarche generale qui est bien adaptee aux problemes 
possedant une symetrie dynamique. (Cette meme demarche sera utilisee plus loin pour 
l'etude du groupe de rotation, et s'utilise en general pour tous les groupes de symetrie 
continus.) 



2.2.2.1 Changement de variable 

On simplifie tout d'abord l'expression de H en introduisant des coordonnees ( Q. P 
sans dimension : 

"muj \ l / 2 „ 



Q 



h 



Q 



P 



1/2 



P 



(2.2.7) 
(2.2.8) 



donnant : 



H=-hcu(P 2 + Q 2 



(on a ainsi factorise la seule constante ayant une dimension d'energie : tko). On obtient 
pour les nouvelles variables : 

Q,P] =^[q,p] = il (2.2.9) 

2.2.2.2 Remarques sur l'algebre de Lie de l'oscillateur harmonique (*) 

~F(Q),P 



En utilisant eq.(A.2.3), donnant Q,F(P) 



ment, on remarque que 



■ dF(P) 



dP 



i dF ^ ou directe- 

dQ 



H,Q 
H,P 



-ihuP 
iftjjjQ 



(2.2.10) 



Le probleme fait done intervenir seulement quatre operateurs autoadjoints : H, Q, P, I. 
Nous venons de montrer une propriete remarquable qui est que les commutateurs de deux 
quelconques de ces operateurs est une combinaison lineaire de ces operateurs. On dit que 
l'espace vectoriel engendre par ces operateurs est stable vis a vis de l'operation de commu- 
tation. 

L'algebre de Lie de l'oscillateur Harmonique, note O est l'espace vectoriel engen- 
dre par ces quatre operateurs, e'est a dire par toutes les combinaisons lineaires possibles. 
C'est un espace vectoriel de dimension 4, qui est stable par l'operation de commutation, 
(i.e. un element quelconque A G O s'ecrit A = aQ + {3P + jH + SI, avec a, f3, 7, 5 G R ; et 



si A, B G O alors \ 



A, B 



G O). 
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Nous verrons ci-dessous page |127[ que ces operateurs sont les generateurs du groupe de 
Lie des deplacements dans l'espace de phase (rotation comprise).^] 



2,2.2.3 Operateurs de creation et d'annihilation 

Nous allons voir qu'il est preferable de considerer d'autres operateurs appartenant a 
l'algebre de l'oscillateur Harmonique : 



a 



1 

71 
i 

71 



Q + iP 



Q — iP) : adjoint de a 



2. Une algebre de Lie d'operateurs est un ensemble d'operateurs auto-adjoints formant un espace- 
vectoriel reel de dimension finie n et stable par l'operation de commutation. 

En notant A une telle algebre de dimension n, cela signifie, qu'il existe des operateurs auto-adjoints 
Ai, A 2 , . . . , A n independants, formant une base de A, et que tout element A £ A s'ecrive, comme une 
combinaison lineaire a coefficients reels : 



.4 



i=l 



a,- Aj G A, a,- G 



et il faut aussi que si \/A,B G A alors \ ^A, sj = i (^Ab - BAj e A. 
Remarques : 

o L'algebre est caracterisee par sa dimension n et par les commutateurs des elements de base Ai 
autrement dit par les coefficients G K definis par : 



Ai, Aj | — ^ ] GijkAk 
fe=i 



o Deux algebres de Lie A et A' sont dites isomorphes (i.e. "equivalent es") si il existe une bijection 
f : A — > A' (qui permet d'identifier A et A') telle que : 

1. if soit une application lineaire (i.e. preserve les combinaisons lineaires) 



2. if preserve les commutateurs : i 



A, B 



C alors i 



(On verra l'exemple d'un tel isomorphisme page 1271. 



=f(c). 



o On peut considerer aussi les combinaisons a coefficients complexes. II s'agit alors de l'algebre de 
Lie complexifiee. 

o Nous verrons que les operateurs auto-adjoints d'une algebre de Lie peuvent toujours etre consideres 
comme des generateurs ; et que l'on peut associer un groupe de Lie d'operateurs unitaires. 

o En physique la notion de algebre de Lie et groupe de Lie est une notion qui peut etre abstraite et 
se manifeste dans des situations tres differentes. 
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qui verifient 



(en effet : [a, a H 



,+ 



Q,-iP 



+ 



iP,Q 



On a inversement Q 
obtient : 



V2 



{a + a + ),P 



H = -hu(P 2 + Q 



-hhj 



| (l + 1) = /) 

- (a + — a). On utilise aa + = a + a + I et on 
-- (a+ - a) 2 + - (a + a + )' 



-/ku ^— (a + ) 2 — a 2 + a + a + aa + + a 2 + (a + ) 2 + a + a + aa 



frw (a + a + aa + ) = -fiw ( 2a + a + JJ = ^a; ( iV + -/ 



soit : 



ou Ton a pose 



H = huj[ N + -I 



f2.2.11) 



iV := a + a 



(remarquer que N est autoadjoint : N + = (a + a) + = a + a = N). Sachant que aa + = a + a+I, 
on calcule 

N,a 



a aa 



Et de meme 

N,a 

On a done obtenu les relations 

[a, a + ] 

*J 
N,a 



— (aa + ) a = a + aa — (^a + a + Ij a — —a 
(aa + ) — a + a + a = a + (a + a + ij — a + a + a = 



0 avec * = tout operateur 



(2.2.12) 
(2.2.13) 

(2.2.14) 

(2.2.15) 



Ainsi, les quatre operateurs yN,a + ,a,Ij forment une autre base de la meme algebre de 
Lie O de l'oscillateur harmonique, mais les relations de commutation sont plus simples. 
On les a mis sous une forme standard appelee decomposition de Cartar^ 

3. pour etre plus precis, on considere l'operateur adjoint" adjy : O — > O sur l'algebre de Lie definie par 



ad 



N 



N, A 



Les relations (2.2.15) montrent que la base de Cartan est une base de vecteurs propres pour l'operateur 
adN. 
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2.2.2.4 Spectre l'Oscillateur Harmonique 



La relation (2.2.11) montre que le spectre de H se deduit simplement du spectre de 
N. Grace aux relations precedentes de Cartan, il est possible de calculer le spectre de 
l'operateur N, et done de deduire celui du Hamiltonien H. Void le resultat. La preuve sera 
donnee ensuite. 

Proposition 2.2.1. Dans I'espace quantique H = L 2 (R), le spectre de N = a + a est forme 
par : 

N\ip n ) = n\ip n ), neN, 
Les etats propres \ip n ),n G N forment une base de I'espace de Hilbert. L'etat l^o) verifie : 

a\il> 0 ) = 0 

sa fonction d'onde normalisee dans la "representation Q" , est une fonction gaussienne : 

1 



(Q) ■= (Q\4>o) = ^e- 1 ^ 2 



(2.2.16) 



et plus generalement pour les etats \ip n ) la fonction d'onde est appelee fonction de Her- 
mite : 



i>n{Q) = (QWn) 



1 



7T 



1/4 



exp 



2 



n\2 r 



1/2 



H n (Q) 



oil H n (Q) est un polynome de degren a coefficients entiers, appele polynome d'Hermite. 
obtenu par la relation de recurrence 



H n {Q) = 2Q 



dQ 



H n -i{Q) 



Les premiers termes sont : 

H 0 (Q) = 1, H 1 (Q) = 2Q, H 2 (Q)=4Q 2 -2,... 

Code sous Maple ou sous xcas (qui est libre et gratuit, fB~^) pour dessiner les fonctions 
d'Hermite ip n (Q) : 

f0:=exp(-x"2/2) ; 



fl 
f2 
f3 



=l/(sqrt(2*l))*(x*f0-diff (f0,x)) ; 
=l/(sqrt(2*2))*(x*fl-diff (fl,x)) ; 
=l/(sqrt(2*3))*(x*f2-diff (f2,x)) ; 



plot([f0 5 fl 5 f2,f3] ,x=-5. .5) ; 



Proposition 2.2.2. Donnant la figure 2. 2.2 
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Figure 2.2.2 - Fonctions d'ondes stationnaires ip n {Q) — (Q\4>n) de l'oscillateur Harmo- 
nique. 

Proposition 2.2.3. Les operateurs a + ,a verifient les relations suivantes et sont appeles 
des operateurs d'echelle ou operateurs de creation et d' annihilation (voir figure 



2.2.3 ) : 



a + \ip n ) = Vn + l\i> n +i), pour n>0 
alnipn) = \/n\il> n -i) , pour n > 1 

done chaque etat normalise \ip n ) s'exprime a partir de I'etat |0) : 

h/U = 4r( a+ )>°> 



(2.2.17) 



Corollaire 2.2.4. le spectre de H est : 




H = E n |V„) 


(2.2.18) 


E n = hu (^n + 0 


(2.2.19) 


La relation de fermeture dans la base {\i> n )) n s'ecrit : 




oo 




n=0 
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E l\ 



I3> 



I2> 



ll> 



IO> 



(l/2)fiw 



Operateurs Etats 



Energie 



Figure 2.2.3 - Schema des operateurs d'echelle agissant entre les etats propres \n) = \tp n ), 
et schema du spectre d'energie equidistant de l'oscillateur Harmonique. On appelle aussi a + 
l'operateur de creation, et a l'operateur d'annihilation. (Ce terme est plus approprie 
dans le cadre de l'electrodynamique quantique, voir plus loin). 



Remarque 2.2.5. II est habituel de noter \n) = \ip n ) pour la fonction d'Hermite du niveau 
n > 0. 

Demonstration. (*)Cherchons la fonction notee V'o (Q), definie par : 

atpQ = 0 

(c'est a dire que tpo est dans le noyau de l'operateur a). On se rappelle que par definition des 
operateurs Q, P, pour tout etat ip, on a (Q\Qtp) = Q(Q\ip) et (Q\Pip) = -i^(Q\4>). Cela donne : 

1 1 ( r d 



0 = (Q\a^ 0 ) = ^(Q\ [Q + iP) ^) = ^[Q + ^)^o (Q) , VQ € 



On obtient done 1' equation differ entielle du premier ordre : 

dQ wo 

que Ton resoud en ecrivant : 

#oM) = -QdQ & dlog^o = -d Qq 2 

^logV'o = ~Q 2 + cste O V'o (Q) = Ce~^ Q2 
La constante C se trouve en cherchant une solution normalisee : 

2 



1 = 



'0 | 



J lV>o (Q)\ 2 dQ = C 2 J e-^dQ = C 2 v^ 
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(on a utilise l'integrale Gaussienne eq. (A. 1.1) page 359) done C = ir 1 / 4 , 

Q 2 " 



4>o (Q) 



l 



exp 



7rV4 — ' V 2 

Notons que ipo est vecteur propre de l'operateur N = a + a avec la valeur propre 0 : 

Nip 0 = a + (c#o) = 0^o 

On cherche maintenant les autres vecteurs propres de N. Pour un entier n > 1, on definit par 
recurrence l'etat tp n par 

1 1 / +\ 2 1 / +\ n 

V'n = -^a + V>n-i = , = ( a' ) tpn-2 = ■■■ = —j= [a)) ipo 

V n s/n(n- 1) ^ / Vn! v ' 



Supposons que Nip n -\ = (n — 1) V"n-i- Alors utilisant (2.2.15), donnant Na + = a + N + 
a + (n + i) on a 



AV„ = --^Aa+^-i 
\/n 



1 



a+ A + /Un-i 



1 



Calculons la norme de ip n . On utilise aa + = a + a + 1 : 

1 

n " n 



a + (n - 1 + 1) V>n-i = m/! n 



2 1 

^n|| = (ipn\i>n) = -(*0n-l|aa + Vn-l 



(r„_i|( V + 0r„_,,^ (n 1 + 1) llV>n-ll' 2 



Par recurrence on deduit que \\ip n \\ = 
propre de N avec la valeur propre n : 

Remarquons aussi la relation : 

1 



1 (est normalise) et que pour tout n G N, ip n est vecteur 



Nip n = nxp n 



aip n 



aa i/j n - 



a + a + J) ip n -i = y/nipn-i. 



Cherchons maintenant la fonction d'onde de l'etat if). 

1 



MQ) = (Q\A 



n 



(Q\a + ij. 



n-l 



(2.2.20) 



La fonction d'onde ip n (Q) s'obtient done par une operation de derivation a partir de la fonction 
VVt-i(Q)- Pour simplifier l'ecriture, on definit la fonction H n (Q) par l'ecriture : 



(Q) = {Q\A 



7T 



i ( Q 2 

I7i exp 



l 



n\2 n 



1/2 



H n (Q) 



et connaissant Vo (Q) ci-dessus, on observe que Hq(Q) = 1. La relation de recurrence (2.2.20) 
donne 



7T 



1 



exp 



Q 2 

2 



1 

n\2 r 



1/2 



#n(Q) 



1 

2n 



Q 



d 



l 



l \ 1/2 



1 



x 2n 



exp 



q# 5 



o 2 

2 



1 



1/2 



(n- l)!2 n ~ 1 

dH n -i 



n—1 



-Q)H, 



n-l 



dQ 
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done : 

H n (Q)= Uq- 

et on deduit que H n (Q) est en fait un polynome de degre n a coefficients entiers appele 
polynome d'Hermite, dont les premiers termes sont : 

H 0 (Q) = 1, H x (Q) = 2Q, H 2 (Q) = AQ 2 - 2, . . . 



Comme N est auto adjoint (N + = (a + a) = N), on a d'apres (1.5.1), que les vecteurs propres 
ip n forment un ensemble orthonormes de vecteurs. Pour montrer que l'operateur N n'a pas d'autres 
vecteurs propres, il faut montrer que ces etats ipn forment une base de l'espace % = L 2 (M). 

On cherche une fonction tp (Q) orthogonale a toutes les fonctions ip n precedentes. Par hypothese 
on a done J (p (Q) e~® l 2 Q n pour tout n > 0. On ecrit la transformee de Fourier 

F(p{Q)e-Q 2 l 2 ) (P) = ~}= [ p(Q)e^ 2 / 2 e-^ 

v ' V27TJR 

= J=jp{Q) e -Q 2 /2 _ iP Q + i + . . \ 



Chaque terme du developpement en serie de e %p ® est un polynome en Q. On permute la se- 
rie et l'integrale, et on deduit d'apres l'hypothese sur ip que chacun des termes est nul, done 
T {p (Q) e^® 2 / 2 ^ = 0, done p(Q)e~Q 2 / 2 = 0,\/Q, done ip = 0. II n'y a done pas de fonction 
orthogonale a l'espace engendre par les tp n . Conclusion : les vecteurs orthogonaux ijj n engendrent 
tout l'espace L 2 (R) et forment done une base orthonormee. 

Le spectre de H se deduit simplement de la relation H = hiv (^N + \ld^ et du spectre de N 
obtenu ci-dessus. 

□ 

2.2.2.5 (*) Fonctions d'ondes ip n (x) 

On a donne l'expression des fonctions d'onde avec la variable Q sans unite. Void leur 
expression avec la variable de position x. Pour cela on a la propriete generale suivante 
concernant un changement d'echelle : 



Proposition 2.2.6. Soit a > 0. Pour le changement de variable de position x — )■ Q = ax, 
Vetat de position est \Q) = ~^=\x). 



Demonstration. Posons \Q) = fi\x). On a \Q) = P\x) = P J dQ' \Q')(Q'\x) = /3 / adx' \Q')f3(x'\x). 
Or (x'\x) = 5(x' — x), done \Q) = a(3 2 \Q), ainsi /3 = 1/y/a. 

□ 
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1 /2 

Dans le cas considere ci-dessus, avec a = ' , on obtient alors pour l'etat fondamental : 



exp 



2h 



x 



2.2.21 



qui est le paquet d'onde Gaussien (1.1.6), avec x 0 = 0, p 0 = 0, et de largeur a 



2.2.3 Application : Modele d'Einstein (1907) sur la capacite calo- 
rifique des materiaux 

Nous discutons maintenant une consequence experimental remarquable de la quantifi- 
cation du spectre de l'oscillateur Harmonique, tres importante au niveau historique. C'est 
un modele que Einstein a introduit en 1907, bien avant la connaissance de la mecanique 
quantique. 

On modelise un atome de carbone dans un cristal de diamant, par une particule oscillant 
autour de sa position d'equilibre. Dans l'approximation harmonique, son mouvement selon 



x est decrit par le Hamiltonien (2.2.1) de l'oscillateur harmonique. Ses niveaux d'energie 
selon x sont done quantifies, selon : 



E n = huj ( n + — J , n = 0, 1, 2, . . . 



A temperature nulle, l'atome est dans le niveau |0) d'energie le plus bas, mais a temperature 
T plus elevee, il peut etre dans le niveau |n), d'energie E n avec la probability 

P n = ^exp(-E n /(k B T)) 

C'est la loi de BoltzmannE] avec Z constante de normalisation. 

Comme E n > \hi>j on devine que tant que a temperature suffisement basse de sorte 
que k B T <ti hu (ou T <d E := |^ appelee temperature d'Einstein), alors 3> 1 et 
done P n 1 pour n > 1, c'est a dire que l'atome a une probabilite negligeable d'atteindre 
les niveaux excites n > 1, et restera done dans l'etat fondamental n = 0 (son mouvement 
est "gele"). Son energie moyenne reste done constante, (E) ~ E 0} et sa capacite calorifique 
c(T) = d (E) jdT ~ 0 est quasiment nulle. 

Pour le diamant, cela correspond a T « 0 E = ^ = 13207^. C'est done le cas a 
temperature ambianteQ 



4. Rappelons que la loi de Boltzmann est a la base de la physique statistique. On montre qu'elle 
decoule du comportement chaotique miscroscopique ("hypothese ergodique"). Cependant on ne connait 
pas de preuve rigoureuse pour les systemes realistes. 

5. Notons les proprietes remarquables du diamant : materiau le plus dur connu ; les atonies de carbone 
du diamant sont a temperature ambiante dans leur etat quantique fondamental (comme a T = OK !). Aussi 
c'est un materiau inerte chimiquement, si bien que l'on trouve des diamants qui ont ete crees il y a des 
milliards d'annees, qui ont survecus a des generations de tectonique des plaques dans la croute terrestre. 
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La quantification des niveaux d'energie explique done que c(T) — > 0 pour T < 6^. 



Voir la figure 2.2.4 



Un calcul precis donne une expression analytique de la courbe c(T), (voir cours de 
physique statistique). 

En particulier, le theoreme d'equipartition classique donne c(T) — > 3R pour T 3> Q E . 

Exercice 2.2.7. On considere un atome oscillant a une dimension x. 

1. Utilisant P n = ^ exp (—E n /(kBT)) qui est la probability d'occupation du niveau n 
a la temperature T (loi de Boltzmann) , montrer que l'energie moyenne de l'atome 
est <£(*)> = E„> 0 ^# = ^coth(i). 

(a) Deduire la capacite calorifique molaire : 



0 \ 



2 



et tracer Failure de cette courbe. Remarquer que d'apres l'expression Q E 

et utilisant la relation u = \ un coefficient de raideur k eleve est relie a une 
valeur 6 elevee. Ainsi cette theorie relie des proprietes d'elasticite ou mecaniques 
du materiau a des proprietes calorifiques. Par exemple pour le diamant qui est 
dur, Q E = x = IS20K. Pour l'or qui est plus mou (k plus faible) on a 0g = 
165ir = -108C". 



3 
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Figure 2.2.4 - Capacite calorifique molaire c(T) du diamant, avec 6^ = = 1320K. 
(A.Einstein, Ann. Physik, vol 22, 180, (1907)). La quantification des niveaux d'energie 
explique done que c(T) — > 0 pour T C Bg. 
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Remarque : Le modele de Debye tient compte du couplage entre atomes voisins, les 
modes de vibration sont done differents. Mais la methode et les phenomenes sont les meme. 
Les resultats sont proches. 

2.2.4 Application : les modes quantiques du champ electromagne- 
tique dans le vide. 

2.2.4.1 Les equations de Maxwell dans le vide interpretees comme une assem- 
bler d'oscillateurs harmoniques 

Bien que le modele de l'oscillateur harmonique soit simple, il se trouve etre utilise pour 
decrire la dynamique du champ electromagnetique (x,t) ,B(x,t)j dans le vide, e'est a 
dire en negligeant le couplage a tout autre champ comme un champ de matiere chargee. 

Rappels d'electromagnetisme : (cours de Licence 3) 

Les equations de Maxwell sont des equations lineaires par rapport aux variables 

yE, b\ (et leurs derivees partielles) . Le champ electromagnetique forme un systeme dyna- 
mique avec un nombre infini de degres de liberte. Lorsque Ton resoud les equations de 
Maxwell, on isole les degres de liberte independants. Un degre de liberte independant 
du champ electromagnetique dans le vide est une onde plane caracterisee par son 
vecteur d'onde k 6 IR 3 , et sa polarisation (droite ou gauche). Nous montrons maintenant 
que la dynamique (lineaire) de cette onde plane s'identifie a la dynamique d'un 
oscillateur harmonique. 

Pour demarrer rappelons-nous d'un resultat d'electromagnetisme (voir |Jac75| par exemple), 
qu'une onde plane dans le vide, de vecteur d'onde k e M 3 et de polarisation circulaire gauche 
a pour expression (avec x = (x,y,z)) : 





ou E > 0 est l'amplitude. Done 




La norme de k est reliee a la frequence oo de l'onde par 



k 



k 



c 



Le champ B (x, t) quant a lui est completement specifie par 
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Figure 2.2.5 - Triade des vecteurs k,E,B orthogonaux pour une onde plane. 



C'est a dire que k,E,B forment une base orthogonale directe, et 

By (x, t) -- 



B x (x,t) = -E y . 



La densite volumique d'energie de l'onde plane est 

H = | (E 2 (x , t) + c 2 B 2 (x, t)) = e 0 E 2 = e 0 (El + E* y ) 
et sa densite d'impulsion est donnee par le vecteur de Poynting : 

P = e 0 E(x, t) A B(x, t) = — E 2 ( ^ 

c \ k 

(Remarquer la relation relativiste H 2 — P 2 c 2 = 0 entre l'energie et l'impulsion). 
D'apres ci-dessus la dynamique de l'onde plane, se represente a x fixe, par un mouve- 
ment circulaire dans le plan (E x , E y ) (ou (B x ,B y )). 



Etat classique 
du champ 
(un point qui tourne) 




rotation 



Figure 2.2.6 - 

Cela fait naturellement penser a la dynamique de l'oscillateur harmonique dans le plan 
(q (t) ,p(t)). Pour preciser cette formulation, choisissons un point de reference, par exemple 
l'origine x = 0, et definissons :f\ 



q(t) = ^E x (0,t) 



pit) = V2FoEy(0,t) 



(2.2.23) 



6. Pour proceder systematiquement, posons q = aE x et p = j3E y , avec a, ft inconnus. On a dE x /dt 
LoEy, dE y /dt = —ujE x et H — e 0 {E x + Ey). Done dq/dt = (auj/(3)p et dp/dt — — [fiuj/a) q. On voudrait 



dq/dt — p et dp/dt 



2 q et H = \ (p 2 + u> 2 q 2 ). On deduit que a = y/2eo/u et j3 



auj 
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Alors on verifie que Ton a bien les relations definissant la dynamique d'un oscillateur 
de frequence u : 

H = \ [f + cA 2 ) 

dq dH 
It = Pit) = ^ 
dp 2 dH 

dt U ^ dq 

Pour le mode de polarisation circulaire droite, la demarche est identique, il suffit d'in- 
verser le role de E x et E y . 

D'un point de vue dynamique, le rayonnement electromagnetique classique dans le 
vide est done equivalent a une assemblee d'oscillateurs harmoniques. il y a une infinite de 
variables (q,p) differentes et independantes, pour chacun des modes (ou onde plane) : 

mode = (k G IR 3 , polarisation = ±lj 

Globalement, l'espace des phases classique est done 

V phase = 20 

fceK 3 

et le Hamiltonien classique est la fonction suivante sur V p h aS e '■ 

H=Y,\(pU^ql) 

km 3 

avec Uk = c k . Noter que la decomposition d'une onde en ondes planes est similaire a la 
decomposition de Fourier d'une fonction en modes de Fouriers. 

2.2.4.2 Quantification du champ electromagnetique 

Bien qu'il s'agisse d'une onde, le champ electromagnetique de Maxwell est de 
nature classique et non quantique (l'onde n'exprime pas une amplitude de probabi- 
lite de presence d'une particule). Mais comme nous le ferons remarquer ulterieurement 



(page 168), pour la coherence interne de la physique, il est necessaire de considerer que 
le champ classique n'est que "l'apparence classique" d'un objet quantique "le 
champ electromagnetique quantique" (essentiellement cela correspond a considerer 
des superpositions quantiques de differentes configurations de champ electromagnetique). 

Les experiences confirment tout a fait l'existence de ce champ quantique. Les manifes- 
tations sont nombreuses et les plus simples (a l'origine de la decouverte de la mecanique 
quantique d'ailleurs) sont 
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o l'effet photo-electrique (emmission d'un electron par un materiau soumis a la 
lumiere). 



o le rayonnement du corps noir. (Voir page 133). 
La theorie quantique du champ electromagnetique dans le vide est tres simple, il suffit 
de considerer que l'oscillateur harmonique decrivant une onde plane est un oscillateur 



harmonique quantique comme (2.2.1) page 98 



L'etat quantique d' un mode donne mode = yk, polj est decrit par une fonction d'onde 
ijj (q) de la variable dynamique q. La dynamique n'est done plus celle d'un point dans le 



plan (q oc E x ,p oc E y ), eq.( 2.2.23), mais d'une onde ("une onde quantique d'ondes electro- 
magnetiques classiques"). 

L'espace quantique total du champ electromagnetique est 



n = (g) (l 2 



c 2 ) 



ou L 2 



est l'espace de Hilbert d'un oscillateur harmonique du mode k et C 2 est pour 



l'etat de polarisation. (On verra plus loin pourquoi e'est un produit tensoriel). 



2.2.4.3 Une onde classique est un paquet d'onde quantique 



Essayons de donner un sens physique a cette onde ip(q). Par exemple le faisceau mo- 
nochromatique issue d'un Laser que Ton decrit de fagon ideale par l'onde plane classique 



(1.1.3), e'est a dire par le point de la figure (2.2.6), est dans la description quantique plutot 



un paquet d'onde quantique centre sur ce point. On l'appelle aussi etat coherent du 

champ. Ce n'est done pas un etat stationnaire. 

La largeur du paquet d'onde s'appelle fluctuations quantique du champ electromagne- 



tique. Precisement, le principe d'incertitude (1.6.10) AqAp > h/2, donne pour une onde 



plane selon z, d'apres (2.2.23) 



(A^) (AE y ) > 



4e~ 0 



2.2.4.4 Les photons 

Un etat quantique stationnaire de l'oscillateur harmonique est de la forme |n) 



avec n — 0, 1, 2, 



decrit en (2.2.18), et d'energie : 



E,, 



hbj I n 



1 



On appel cet etat quantique \n) un etat a n photons du mode mode = yk, pol 

Lorsque un atome se desexcite en emmettant un photon dans le vide, il cree l'etat 
|n = 1) pour un mode donne. 
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Si l'espace environnant contient deja n photon (etat |n}), alors l'atome rajoute un 
photon, et il y a transition \n) — > \n + 1). L'energie de ce photon supplemental est 

AE = E n+ i — E n = hu = hu : energie d'un photon de frequence u 

avec h = 2irh et v — 

Remarquer que la fonction d'onde (p (q) d'un etat stationnaire \n) est une fonction 
d'Hermite. Comme q ~ E x cette fonction d'onde est delocalisee dans les variables champs 
electrique et magnetique. Pour cette raison, l'etat ideal |n) n'existe pas longtemps : la de- 
coherence (couplage a l'environnement) detruit rapidement un etat \n) pour le transformer 
plutot en paquet d'onde, contenant aussi n photons mais seulement en moyenne (c'est a 
dire de meme energie moyenne -En)-n 



2,2.4.5 Le vide quantique du champ electromagnetique 

Si l'espace vide est dans son etat d'energie minimal, chaque mode est dans l'etat \n = 0). 
On appelle ces etats sans photon, le vide quantique du champ electromagnetique : 

\Vide) = (\0modei) ® ••• ® \0mode k ) ® • • •) 

Ce qui est surprenant est qu'en mecanique quantique, ce "vide" est un etat comme un 
autre (une fonction d'onde non nulle). Seulement c'est l'etat fondamental stationnaire, il 
n'evolue done pas, et ne peut fournir d'energie. Pour cette raison il semble indetectable. 

Une difficulte qui apparait cependant est que son energie est \hw pour chaque mode, 
et il y a une infinite de modes. D'apres (2.3.3) page 132, un mode ondulatoire occupe le 

volume (27r) 3 dans l'espace (x, k) ou k est le vecteur d'onde. Autrement dit le nombre de 



modes dans d 3 xd 3 k est dn = ( j^j^r j ■ Done dans un volume V et pour un intervalle de 

frequences u G [wi,^], l'energie du vide est (on somme la contribution {\Tu>j) de chaque 
mode) 

f/i \ , r ( d 3 xd 3 k\ /i \ AnVh r 2 o, VH , , 4N 

Kide = 2/1 -hu \dn = 2 -hu = 3 / u du = ——^ (u 2 - u x ) 



(2nYc 3 J ull 8tt 2 c 3 
le facteur 2 est pour les deux etats de polarisation, et on utilise u = ck, et 

d 3 k = \k 2 \dk (sm8d8dip) = \u 2 du (sm 9 d6 dip) . 

c 6 

Par exemple dans un volume V = lm 3 , pour le spectre visible A = 0,4 — > 0, 8/xm, u\ 
ck! = ff = 2,3.10 15 ^, u 2 = 4, 7.l0 15 Hz, l'energie du vide est 

E mde = ^ M - w i) - 2. 10 19 J/m 3 



7. Des experiences remarquables, etudient des etats \n) a n photons dans une cavite de miroirs, et 
observent a quelle vitesse la decoherence les transforme en paquet d'ondes localises. Voir Aroche et al. 
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ce qui est enorme ! 

L'energie du vide par unite de volume (et sur toutes les frequences) est 

c _ h r 4] i^c— >+oo 

^ ~ l U Jo W+oo +°° 

ce qui montre que en principe cette densite energie est infinie a cause des modes de 
hautes frequence. 

La divergence de £ vide s'appelle la catastrophe ultraviolette en theorie quantique 
des champs. Comme il s'agit d'energie par unite de volume, il y a une deuxieme divergence 
pour l'energie du vide dans l'univers, si celui-ci a un volume infini. On appelle cette seconde 
divergence la catastrophe infra-rouge. Depuis le debut de la mecanique quantique, ces 
divergences montrent un obstacle a la comprehension parfaite de la physique des champs 
quantiques. On pense par exemple que les longueurs d'ondes des ondes electromagnetique 
ne peuvent etre plus petites qu'une echelle encore inconnue (taille des cordes?), et cela 
mettrait une limite u c a l'integrale divergente. 

II y a des speculations disant que cette energie du vide "tres grande" pourrait etre 
relier a une enigme en cosmologie que Ton appelle l'energie noire. II semblerait en effet 
d'apres des observations, que 70% de l'energie contenue dans l'univers^] et participant a 
son expansion serait une energie de nature encore inconnue et reliee a la valeur de la 
constante cosmologique dans la theorie de la relativite generale. Pourtant l'energie du vide 
quantique du champ electromagnetique et des autres champs est trop grande (malgre u c ) 
pour expliquer la constante cosmologique. Voir "Pour la science" mars 2003. 

Malgre ces difficultes, la theorie quantique des champs est consideree comme un grand 
succes de la science, car on arrive a se "debarasser" de ces infini par un argument appele 
renormalisation, et predire des phenomenes experimentaux tres precis. Un des resultats 



les plus remarquables est le calcul du facteur gyromagnetique de l'electron, voir (4.9.2 



page 196) 



9experimental = q qq^ 15 9 6 52 153 5(24 0) 

gtheorique ~ 2 = q qqj 15g 1&q 35(75) 

(Voir wikipedia ' jmoment magnetique anomalef ). 

La section suivante donne un exemple de calcul en theorie quantique des champs ou 
Ton parvient a predire des effets physiques, malgre la divergence ultra-violette. 

8. (Reference : article dans "Pour la science", mars 2003). Contenu en energie/matiere que l'on suppose 
y avoir dans l'univers qui semble etre plat a grande echelle (courbure nulle) : 
o 0.01 % de photons 
o 0.01 a 2 % de neutrinos 
o 5 a 6 % de baryons 

o 25 % de matiere noire (matiere non identifiee) qui a une action gravitationnelle, en particulier 
pour le mouvement de rotation des galaxies. 

o 70 % "d'energie noire" (non identifiee, mais correspondant a la constante cosmologique des equa- 
tions d'Einstein, necessaire pour la courbure nulle de l'univers) 
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2.2.5 Un effet surprenant du "vide quantique" de photons : la force 
de Casimir (1948) 



Reference : Milonni p. 54 |Mil94| . 

II s'agit d'une manifestation de la presence du vide quantique de photons, calculee par 
Casimir en 1948, et observee en 1958 par Sparnay, et encore recemment avec une grande 
precision. 

Considerons deux plaques metalliques (conducteurs parfaits) de surface S, tres proches, 
d'une distance / ~ Ifim. 

On va montrer que le vide quantique electromagnetique induit une force attractive entre 
ces deux plaques, appelee force de Casimir : 



Casimir 



(0 



71 



2 hc 



240 1 4 



S 



(2.2.24) 



Remarquer que cette force decroit tres vite avec la distance (en 1/Z 4 ), et que son expres- 
sion fait intervenir seulement les constantes fondamentales he. Sa valeur est tres faible : 



Casimir 



10 7 N pour I = 1/imet surface S = 1cm 2 



Pour justifier cette force, l'idee simple est que comme les plaques sont conductrices 
et non chargees, les champs electriques s'annulent a leur surface, et done les seuls modes 
electromagnetiques qui peuvent exister dans l'espace les separant, sont ceux de longueur 

d'onde A selon z (direction transverse) tel que I = n (A/2) , n = 1, 2, 3, II y en a un 

nombre infini et done l'energie du vide £ (I) entre les deux plaques est infinie. 

Considerons une plaque a la position I, libre de bouger selon z, dans une enceinte de 



longueur L. Voir figure (2.2.7). 



Force 




1 



L-1 



Figure 2.2.7 - Miroir libre de bouger selon z dans une enceinte aux murs reflechissants. 
Le vide quantique des modes electromagnetiques n = 1, 2, 3 ... est responsable de la force 
de Casimir. 
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L'energie interne de l'enceinte est U (l) = £ (l) +8 (L — I). La force de Casimir exercee 
sur la plaque est alors F Ca simir (0 = — • On calcule ci-dessous que cette force est finie. 

Pour montrer que la difference est finie, malgre le nombre infini de modes, on introduit 
une frequence de coupure u c arbitraire, qui stoppe la divergence de l'integrale, et rend 
toutes les quantities finies (mais divergentes si co c —> oo). Seulement a la fin du calcul on 
fait u c — > oo, et Ton observe etonnement que Fcasimir (0 ne diverge pas. Physiquement, 
cette frequence de coupure peut etre la frequence de coupure dans les metaux, appelee 
aussi frequence plasma (pour u < u c le metal est reflechissant, et pour oj > u c le metal est 
transparent). 



2P dx 2 \x(e x -1) 



Exercice 2,2,8. Soit une boite rectangulaire aux parois conductrices, de cotes L x = L y 
et d'epaisseur tres fine L z = I <C L x . Exprimer les vecteurs d'ondes k = (k x ,k y ,k z ) des 
modes pouvant exister dans cette cavite. Deduire une expression formelle de l'energie du 
vide quantique electromagnetique dans cette cavite £ (7), comme somme sur ces modes (en 
tenant compte des deux etats de polarisation possibles). Quelle est l'origine de la divergence 
de £ (/) ? 

On introduit une frequence de coupure u c et on decide de tronquer les hautes 
frequences en introduisant le facteur exp (—u/uj c ) qui rend l'expression de £ (I) convergente. 
Comme / L x , on pourra remplacer la somme sur les modes selon x,y par une integrate. 
Montrer que 

hC7T 2 Ll d 2 ( 1 

£ (I) - 

avec x = 7rc/ (u c l). 

Utiliser l'expansion : 

1 = i L + i — x 2 + n (V 3 ) 

x (e* - 1) x 2 2x 12 30.24 K } 

pour exprimer l'energie du vide £ (I) en puissances de u c . Montrer que £ (I) diverge comme 
dans la limite u c — > oo, et calculer les termes sous dominants jusqu'au terme fini. 

L'energie dans l'enceinte de largeur L L x contenant une paroi mobile a la position 
/ a pour energie U (I) = £ (I) + £ (L — I). Calculer U (I) et deduire l'expression de la force 
de Casimir F Ca simir (0 = -^jf- 

o La force de Casimir est observee experimentalement avec une tres grande precision. 



Pour cela il faut corriger l'expression (2.2.24), par differents effets : la geometrie des 



miroirs, la reponse optique des miroirs, et les effets thermiques. Voici une courbe 
qui compare la theorie et les mesures experimentales, obtenue par A.Roy, C. Lin, 
U.Mohideen, Phys.Rev.D vol.60, p., 111101, (1999) : 
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-175 



100 200 300 400 

Plate-Sphere Surface Separation (nm) 



500 



o Dans le calcul ci-dessus de la force de Casimir, on a choisi une fonction de troncation 
e -w/w c l 6 resu it a t ne depend pas du choix de cette fonction, voir Milonni [Mil94| 
(faire exercice @@). 

o On peut obtenir l'expression de la force de Casimir, sans utiliser l'energie du vide, 
mais la pression de radiation (l'impulsion) des fluctuations du vide sur le miroir. 
Voir Milonni |Mil94| . Faire exercice @@ 



2.2.6 (*) Les etats coherents et leur evolution par l'oscillateur har- 
monique 



On a obtenu que l'etat fondamental de l'oscillateur Harmonique |0) = |?/> 0 ) en eq.(2.2.16) 



page (105), est ni plus ni moins qu'un paquet d'onde Gaussien If/cbRb 0 ")? eq.( 1.1.6) avec 
go = 0, po = 0 et de largeur a = \Jh/muj. Autrement dit : 

|0) = (|z 0 = 0,po = 0,<7)) 

Nous avons deja observe sur les calculs numeriques, que lors de revolution, un paquet 
d'onde Gaussien se deplace, mais reste un paquet d'onde Gaussien, de fagon completement 
analogue a une particule classique. Voir figures |1.3.1[1.3.3| Nous allons le demontrer ici. 



2.2.6.1 Expression algebrique d'un paquet d'onde gaussien 



Dans tout ce paragraphe, le parametre a = \Jh/mu qui est la largeur du paquet d'onde 
est fixe. On omet de le mentionner. 



Les coordonnees (q,p) et (Q,P) sont reliees par (2.2.7). On utilisera les coordonnees 
(Q, P) sans dimension dans la suite. 
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Proposition 2.2.9. Le paquet d'onde \Q, P) defini par (1.1.6), s'obtient a partir de Vetat 
|0) par action des operateurs de translation en position Tq = exp ( — iQP) et de transla- 



tion en impulsion B P = exp [iPQ], definis par (2.1.13) : 



\Q,P) = B P f Q \0) 



En utilisant la coordonnee complexe 

1 



on a aussi 



ou 



z = —j= (Q + iP) E C : point de tespace de phase 



|Q,P>=exp(^)D(z)|0> 



D(z) = exp (iPQ — iQP^j = exp (za + — za) 
est Voperateur deplacement sur I'espace de phase, voir figure 2. 2. 8\ 



(2.2.25) 



z=(Q+iP)/V 2 




Figure 2.2.8 - Schema du deplacement de z = (Q + iP) 
engendre par l'operateur D(z). 



2 G C dans I'espace de phase, 



Pour simplifier la suite, on utilise la coordonnee complexe zfC qui est plus commode, 
et Ton pose (on change seulement une phase dans la definition du paquet d'onde) : 

\z) := exp [-i^] \Q,P) = D(z)\0) (2.2.26) 



Demonstration, on a enonce cette propriete car elle est intuitive. Elle devrait meme servir a 
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definir un paquet d'onde Gaussien de position moyenne xq, et d'impulsion moyenne po- On calcule : 



(x\B po T X0 |0) = exp 
= exp 



(x\T Xo \0) 



exp 



IPQX 

h 



1 



1/4 



-j- I (x-Xq\Q)) 
1 

~2a 2 

= (x\x 0 ,po) 



exp ( -—^ (x - Xq) 



On a utilise |2.1.11| Ensuite, on a 

iPQ\ 



exp ( — j BpT q = exp (iPQ — iQP^j = exp (za + — zaj 



en utilisant la relation (A. 2.1 1, qui s'applique car 



Q,P 



i I, [a, a + ] = Id. 



□ 



2,2.6.2 Evolution d'un paquet d'onde gaussien 

Supposons que a l'instant t = 0, la fonction d'onde est un paquet d'onde Gaussien 



\ip(0)) = |^o)avec z 0 € C, alors a l'instant t, la fonction d'onde est d'apres (2.1.2) : 
avec U(t) = exp (— ijr-J- Or pour l'oscillateur Harmonique, on a = | IP 2 + Q 2 



ftw [a + a + \ld) = fajj h, avec : 

h = a + a+^ = ^(P 2 + Q 2 

Alors U(t) = exp (—incut). 

En mecanique classique, les points tournent dans l'espace de phase avec la vitesse angu- 
laire ui (dans le sens indirect). Nous allons voir que la situation est similaire en mecanique 
quantique, et posons a cet effet : 

R(9) = exp (-ihO) 

On va montrer que c'est l'operateur de rotation dans l'espace de phase, d'un angle 
9, dans le sens indirect. On a U(t) = R(ut). 



Proposition 2.2.10. On a la relation : 

R(0) P(z) = D (e~ i6 z) R(6) 



(2.2.27) 



Cette relation entre les deplacements et les rotations est intuitive car elle est aussi vraie 
en mecanique classique. Voir figure \2. 2.9 . 
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- Cette figure montre que sur le plan z G C, on a R(9) D (z) 
ou R est une rotation, et D(z) un emplacement de z. En effet D (z) 



Figure 2.2.9 

D(e- i6 z)R(6) 

X — > X + z, et R (9) est lineaire done pour tout point X, R (9) D 
R{9)X + R{9)z = D{R (9) z)R{9)X = D (e~ lt } z) R (9) X. 



X = R(9) (X + z) 



Demonstration, voir exercice page 
Segal p.129 |Seg95| . 



129 ou de fagon plus elegante avec le Lemme de Shur, voir 



□ 



Proposition 2,2,11. On a 



\^(t)) = U(t)\z 0 )=exp[-i-ut)\z(t)) 



avec 



z(t) = z Q e 



-iwt 



montrant que Vetat \if)(t)) est a tout moment un paquet d'onde \z(t)) situe a I 'emplacement 
de la particule classique. Le paquet d'onde se deplace done sur un cercle dans I'espace de 
phase, sans se deformer. Voir figures 1.3.1\1.373 



page 



et figure (2.2.10). 



Pour cette raison, on appelle aussi un paquet d'onde Gaussien, un etat coherent, (ou 
plus precisement etat coherent du groupe de I'oscillateur Harmonique). 



Demonstration. On a 



\i/>(t)) = R(Ljt)D(zo)\0) = D(e- tuJt z 0 ) R (wt) |0) 



Or R(0)\0) = e- ie / 2 e- ia+ae \0). Mais a + a\0) = 0, done e' ta+ae \0) = E„ ^ {-ia + a6) n |0) 
Done 



\m) 



-iut/2-0 



-iwt 



|0) 



Z{t)) 



avec z{t) = e 



-iwt 



Zq. 



|0). 



□ 
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Figure 2.2.10 - Evolution du paquet d'onde : \z(t)), avec z(t) = z(0) e~ 



2,2.6.3 Algebre et groupe de Weyl-Heisenberg (*) 



Dans cette section, on presente de fagon plus complete (et dans le langage de la theorie 
des groupes), les operations de translation dans l'espace de phase utilisees ci-dessus. 



On a vu page 



102 



Q,P 



que les operateurs Q, P, J, avec la relation de commutation 

il, forment une base d'une algebre de Lie de dimension 3, appelee algebre de Weyl- 
Heisenberg, notee W. Un element quelconque de cette algebre peut s'ecrire comme com- 
binaison lineaire : 



A = aQ + (5P + 1 i GW, (a,/3, 7 )eM 3 



(Remarquer que A est un operateur auto-adjoint). 

Remarque : les trois operateurs a,a + ,J sont une autre base de cette meme algebre, 
mais avec des coefficients complexes (done ce ne sont pas des operateurs auto-adjoints ; ils 
appartiennent a l'algebre de Lie complexifiee) . 
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Proposition 2.2.12. Les operateurs A G W sont les generateurs d'un groupe appele le 
groupe de Weyl-Heisenberg note W. Les elements de ce groupe (qui sont des opera- 
teurs unitaires) sont obtenus en prenant Vexponentielle d'un element de I'algebre (d'un 
generateur) : 

U = exp (-iA\ = exp ( -i (aQ + fiP + G W, (2.2.28) 



(La propriete que ces operateurs forment un groupe signifie qu'ils verifient les 3 regies 



enonces page\9Q La moins evidente de ces proprietes est la loi composition qui est que si 
Ui,U 2 G W alors le produit U 3 = U2U1 G W c'est a dire est aussi de la forme (2.2.28)). 
(Cette propriete decoule d'un theoreme important et tres general : les operateurs obtenus 
en prenant Vexponentielle des elements d'une algebre de Lie d' operateurs Q (et aussi 
multiplication par certains elements : le centre de G), forment un groupe de Lie G.) 
De plus V element U G W ci-dessus peut s'ecrire aussi : 

U = exp (— ry + ia/3/2) exp ^— iaQ^j exp ^— i(3P^j 

et s'interprete done comme un operateur de translation de —a) dans I'espace de phase 
(le premier terme est juste une phase multiplicative ; on verra son importance et sa signi- 



fication a la section (2.3.3)). 



Demonstration. Utiliser la relation (A. 2.1), qui s'applique car Q,P 
formule, on a 



i I, Pour la derniere 



iaQ, —i(3P = —i a/31 et 



U 



exp ( -i [ aQ + PP + 7/ 1 I = e" i7 exp (-i(aQ + /3P 



ij ia/3/2 



e 'e 



exp ( —iaQ ) exp ( —if3P 



Veriflons les trois regies page 90, permettant d'affirmer que les operateurs de la forme (2.2.28) 



forment un groupe de Lie de dimension 3. Tout d'abord la loi de composition : $\ U\,U2 £ W 
alors le produit s'ecrit 



Wi = e~ i12 exp -i a 2 Q + foP)) exp -i a x Q + 



-471-472 , 



exp (i (a 2 (3i - aif3 2 )) exp [-i (aiQ + /3iP + a 2 Q + (3 2 P 



ou on a utilise ( A. 2.1 ) et 



a 2 Q + l3 2 P) , (aiQ + fcP 



i (a 2 (3\ — ai(3 2 ) I. Done U3 G W, avec 



a 3 = ai+a 2 , /3 3 = fix + /3 2 , 73 = 7i + 72 - («2/3i - ai(3 2 ) 



On verra le sens physique de cette phase (a 2 f3\ — ai(5 2 ) a la section (2.3.3). 



126 CHAPITRE 2. UNE PARTICULE QUANTIQUE SANS SPIN A 1 DIMENSION (II) 



L'element neutre est I 6 W, et pour U 6 W, son inverse est U 1 = exp ^— i ^— aQ — j3P — G 
VF. Done les operateurs de la forme (2.2.28) forment bien un groupe de Lie de dimension 3. 

□ 

Exercice 2.2.13. 

1. Montrer que l'operateur deplacement dans l'espace de phase, note D(z), defini en 



(2.2.25) (et figure 2.2.8) appartient au groupe de Weyl-Heisenberg W, et montrer 
les expressions equivalentes suivantes pour cet operateur : 



D(z) 



exp 



iPQ 



exp (iPQ) exp (-iQP) = exp (-^) B p T q (2.2.29) 



exp (iPQ — iQPj = exp (za + — za) 
exp (za + ) exp (—za) 



exp 



(2.2.30) 
(2.2.31) 



exp | ) exp (— za) exp (2a" 1 ") 



(a) Deduire les expressions suivantes pour un paquet d'onde Gaussien : 

\x 0 ,po) = B Po f Xo \0) 

= exp (iPQ^j exp (-iQP) |0) 



exp ? 



£>(z)|0> 



exp 1 



PQ 



exp 



exp (za + ) |0) 



(2.2.32) 



Remarquer que la phase exp (— f a it intervenir la surface S = (QP)/2 dans 
l'espace de phase, voir figure |2^2JB La notation complexe z = (Q + IP) /\/2 G C 
permet d'identifier l'espace de phase avec le plan complexe. 

(b) Montrer que : 

tt|?o,Po) = ^ \Qo,Po) 

ainsi un paquet d'onde Gaussien est vecteur propre de l'operateur a, avec la 
valeur propre z G C. Remarquer que cette valeur propre n'est pas reelle, et que 
l'operateur a n'est pas auto-adjoint. 



2.2.6.4 Algebre et groupe de l'oscillateur Harmonique (*) 

II s'agit du groupe des deplacements dans l'espace de phase : translation s et rotation 
(quantiques). Rappel : on pose n = a + a + \ = | i^P 2 + Q 2 ^j. On a vu page 



102 



que les 
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operateurs h,Q,P,I, avec les relations de commutation (2.2.10) , ferment une base d'une 



algebre de Lie de dimension 4, appelee algebre de l'oscillateur Harmonique, notee O. 
Un element quelconque de cette algebre peut s'ecrire comme combinaison lineaire : 

A = aQ + f3P + 1 i + 6neO, (a, 0, 7, 0) G M 3 

(Remarquer que A est un operateur auto-adjoint). 

Remarque : les trois operateurs a, a + ,/,n sont une autre base de cette meme algebre 
mais avec des coefficients complexes (done ce ne sont pas des operateurs auto-adjoints ; 
ils appartiennent a l'algebre de Lie complexifiee). Dans cette base les relations de 



commutation sont (2.2.15). 



Proposition 2.2.14. Les operateurs A G O sont les generateurs d'un groupe appele le 
groupe de l'oscillateur Harmonique note O. Les elements de ce groupe (qui sont des 
operateurs unitaires) sont obtenus en prenant Vexponentielle d'un element de V algebre 
(d'un generateur) : 

U = exp (~iA) = exp (-i (aQ + f3P + 7J + 6nj ) G O, (2.2.33) 

(La propriete que ces operateurs forment un groupe signifie qu'ils verifient les 3 regies 



enonces page\9j^ La moins evidente de ces proprietes est la lot composition q ui est q ue si 
Ui, U2 G O alors le produit U3 = U2U1 G O e'est a dire est aussi de la forme (2.2.33)). 
De plus V element U G O ci-dessus peut s'ecrire aussi : 



U 



exp (— i^'I^j exp ^— ia'Q^j exp ^— if3'P^ exp (— i9h) 



(2.2.34) 



avec ( en posant z = ^= (/3 — ia) et de meme pour z' ) 



1 - e- lb 



1 =7 



+ 



(sin 9 



e 2 



L' equation (2.2.34) s'interprete done comme un operateur de rotation de 1' angle 6 suivit 
d'une translation de (/?', —a')dans I'espace de phase (le premier terme est juste une phase 
multiplicative) . 
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Demonstration. Dans cette preuve sous forme d'exercice, on donne aussi une methode utile 
permettant de calculer des expressions equivalentes de U et generalisable a d'autres groupes 
(voir |WDG90| pour d'autres exemples). Cette methode consiste a utiliser un isomorphisme 
if de l'algebre O qui nous interesse vers une algebre de matrice 3x3 (done simples a utiliser). 
Cet isomorphisme if est defini sur les elements de base (on utilise la base I,a,a + ,h ou les 
expressions sont plus simples) : 



if (a) = 0 0 0 , (p (a + ) 




ipii = i u u u , ip[n 




Ainsi chaque element A de l'algebre O est tout simplement represents par une matrice 
3x3. □ 



Exercice 2.2,15. 



1. verifier que tp est un isomorphisme d'algebres de Lie (i.e. conserve les commutateurs). 



(a) De cet isomorphisme, on deduit que par exponentiation, l'algebre des matrices 
va engendrer un groupe isomorphe au groupe O qui nous interesse. Autre- 
ment dit par l'operation exp(.), l'isomorphisme <p s'etend au groupe O par : 

if ^exp \ \ = ex P i^P (^))' e ^ t° u t element du groupe O est tout simplement 
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represents par une matrice 3x3. Montrer que : 
<p (exp ( —ia'Q 



1 V2 

0 1 



0 0 



-i«' 2 \ 

— id 1 
1 



<p (exp (-ip'P 

<p (exp (—iO'h)) 
cp ( exp ( —ij'I 



s/2 
1 



exp ( -i[ aQ + f3P + 7/ + On 
1-e-'" 



A 



0 



z, C 
1 



/ 

( 1 ^ -^' 2 \ 
0 1 

\ 0 0 

1 0 0 

0 e~ ie ' 0 

0 0 1 

1 0 -%i 
0 1 0 

0 0 1 

1 A B 
0 e~ i6 C 
0 0 1 

1 - e~ id 



e 



En deduire (2.2.34). Cela clot la demonstration. 



(2.2.35) 



(2.2.36) 
(2.2.37) 



V2 



Exercice 2,2.16. En utilisant la representation matricielle ci-dessus, montrer (2.2.27). 



Exercice 2.2.17. On pose r,l,8,r) e C. Montrer les relations suivantes du groupe (com- 
plexifie) de l'oscillateur Harmonique : 

exp (5) exp (ra + ) exp (rjn) exp (la) 
= exp (8') exp (I'd) exp (rjh) exp (r'a + ) 
= exp (5') exp (rjn) exp (la) exp (r'a + ) 

avec 

r = r e ' 
/ = ZV 
5' = 5 - r/e"" 

Aide : utiliser la representation matricielle 3x3 ci-dessus. 
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2.3 Correspondances classique-quantique a l'aide du pa- 
quet d'onde Gaussien 

2.3.1 Comptage semi-classique du nombre d'etats. La loi de Weyl. 

On va etablir une formule tres simple qui permet d'estimer (approximativement) : 
o la position des niveaux d'energie Ex, E 2 , . . . E n , . . . (les valeurs propres de l'operateur 
H). 

o la densite d'etat p(E) = % 
Pour simplifier on considere un probleme a une dimension. Considerons une particule dans 
un puits de potentiel V(x). En mecanique classique, l'energie d'un point (x,p) G M. 2 de 
l'espace de phase est le Hamiltonien : 

p 2 

E = H(x,p) = £- + V(x) 
2m 

Pour une energie E donnee, appelons S(E) la surface occupee par les points (x,p) de 
l'espace de phase qui ont une energie inferieure a E, c'est a dire 

S (E) = Surface { (x, p) , H (x,p) < E} 



Voir figure 2.3.1 



Considerons maintenant le Hamiltonien quantique H = 2^ + V(x) et ses niveaux d'ener- 
gie Ei < .. . < Ej < . . . solution de : 

Hipj = Ejipj 

On souhaite estimer : 

N (E) := nombre de niveaux Ej < E 
En mecanique quantique, nous avons vu qu'un paquet d'onde occupe une certaine surface 



elementaire dans l'espace de phase, voir figure (1.6.4). Cela decoule du principe d'incer- 
titude : AxAp ~ 2nh. Admettons pour le moment que cette surface elementaire appelee 
cellule de Planck est exactement 2nh ( et non h/2 par exemple). On deduit que dans la 
surface S(E), il y a un nombre fini d'etats quantiques differents, dont le nombre est estime 
a N(E) ~ - Ce resultat est en fait rigoureux : 



Theoreme 2.3.1. "Loi de Weyl" (ou Loi de Thomas Fermi) : 

s(e) | / . n 



N (E) = ^ ^ + [corrections en o ( — ) ) (2.3.1) 



done la densite d'etat est 

= d N[E)^J^(dS{E) 
PK ' ' dE 2irh V dE 
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L'idee de la preuve rigoureuse est donnee ci-dessous. 

















surface h 



N(E) 



Figure 2.3.1 - Pour l'oscillateur harmonique, V(x) = \kx 2 , les points (x,p) d'energie 



inferieure a£ = ^ + \kx 2 forment une ellipse de surface S[E) = 2j ^-. (rappel : une ellipse 
de 1/2 grand axe a et 1/2 petit axe b est S = nab. Ici en faisant p = 0 dans l'equation 

E 



^ + \kx 2 on deduit que a = x 



2 y et en faisant x 



0, b 



P 



V2mE 



done S = 7ry yv2mi? = -^--)- On estime le nombre de niveaux d'energie inferieur a 
E, comme etant le nombre de cellules de Planck de surface h contenue dans S(E). Ainsi 
N(E) ~ S(E)/h, ce qui donne E ~ hwN. 



Par exemple pour l'oscillateur Harmonique, on trouve N(E) ~ 
d'estimer inversement que l'energie du niveau n est 

E n — hwri 



. Cela permet de 



(C'est presque le resultat exact (2.2.18), sauf le terme 1/2, ce qui est negligeable si n est 
grand). 

Comparer la facilite avec laquelle on obtient ici ce resultat par rapport a la complexite 



du calcul algebrique exact page 105 



Remarques : 

o (*) La formule (|2.3.1[) pour un systeme a 1 



paragraphe 2.3.3 



degre de liberte est obtenue dans le 



page [136] a partir de la regie de quantification de Bohr-Sommerfeld. 
o L'etude precedente s'adapte tres bien pour des problemes a plusieurs dimensions 
(x,y,z), ou plusieurs particules. Par exemple, pour une particule a trois dimen- 
sions, l'espace de phase (x,p) = (x,y, z,p x ,p y ,p z ) est de dimension 6. Les points 
(x,p) d'energie inferieure a E donne forment un volume note V(E). Le principe 
d'incertitude est AxAp x ~ 2nh, et AyAp y ~ 2nh, et AzAp z ~ 2Tih, donnant une 
cellule de Planck elementaire dans l'espace de phase de volume (2nfif. La formule 
est done dans ce cas : 

V{E) 



p{E) 



N(E) - 

dN 
~d~E 



(27rhy 
1 

~ (2vrn) : 



2.3.2 



dV 
dE 
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o Pour un spectre d'energies, on appelle densite de niveaux, le nombre moyen de 
niveaux par intervalle d'energie. C'est a dire : 

/ 7-in dn 1.1. 
P\E) = — — : densite de niveaux 
dE 

Pour l'oscillateur harmonique, d'apres E n — fko (n + |), on trouve p(E) = J^, qui 
est une constante, montrant que les niveaux d'energie de l'oscillateur Harmonique 
sont equidistribues. 

o II est utile de retenir le resultat sous la forme suivante : a d degres de liberte, un 
etat quantique occupe le volume h d dans l'espace de phase (x,p) G M. 2d . 

o La densite de niveau est une grandeur tres importante en physique statistique par 
exemple, car la densite de niveaux est reliee aux nombres d'etats, ou de configura- 
tions, que peut prendre un systeme pres d'une energie donnee E. Cela est precise- 
ment relie a l'entropie statistique microcanonique du systeme, definie par 

S{E) = k B \og{p{E)). 

On calcule ainsi S (E) pour N particules dans une boite, et on deduit la loi des gaz 
parfaits PV = nRT, en utilisant les definitions de la temperature : ^ = || et de la 
pression J = §| . (voir |DGLR89j ). 
o Lorsque N(E) obtenu est un nombre fini, on deduit que le spectre est discret. Cela 
est possible si S(E) est fini. Comme contre exemple, il y a la particule fibre, avec 
V = 0, et ayant un spectre continu. Dans ce cas, pour E > 0, la surface dans l'espace 
de phase S(E) est infinie, car la particule peut partir a l'infini. On explique ainsi le 



resultat mentionne dans la figure 1.5.2 



o La formule de Weyl semi-classique (2.3.1 ) depasse le seul cadre quantique, et s'applique 
plus generalement a tout probleme ondulatoire dont les equations sont li- 
neaires (ondes quantiques, ondes electromagnetiques classiques, ondes acoustiques,...), 
dans le regime semi-classique, c'est a dire lorsque la "longueur d'onde est tres petite 
devant la taille du systeme". Tenant compte de la relation p = hk entre l'impulsion 
et le vecteur d'onde, l'enonce general en mecanique ondulatoire est le suivant. Un 
etat ondulatoire occupe le volume 

AxAk = (2n) d (2.3.3) 

dans l'espace de phase ^r, kj G M? d a d degres de liberte. 

o On montre diverses applications de cette loi de Weyl ci-dessous (spectre du corps 
noir, equidistribution de l'energie des ondes sismiques,...) 

Demonstration. (Idee de la preuve de la loi de Weyl) voir [?]. Soit Ve le projecteur spectral 
sur les etats Ej < E. Son expression est 

v E = WW 

j,Ej<E 
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On va utiliser que Tr (\ip)((p\) = ((p\ip). Alors 

Tr (^)= E m^) = N{E) 

j,E 3 <E^ J ' 

Par ailleurs on admet que Ton une expression approchee a l'aide des paquets d'ondes 
(semblable a la relation de fermeture ( 2.3.4[ )) 



- / \<Pxa>){<Px<p\ 

JH(x,p)<E 



dxdp 
2uh 



Done 

' ' JH{x,p)<E Z7Tn 



□ 



2.3.2 Applications 

2.3.2.1 Electrons dans un metal 

Exercice 2.3.2. Electrons dans un metal 



1. Utilisant la loi de Weyl semi-classique (2.3.1) calculer le nombre d'etats quantiques 



N(E) ayant une energie inferieure a E, pour une particule libre a une dimension 
entre deux murs de largeur L. 

(a) Meme question pour une particule libre dans une boite de volume V. En deduire 
la densite d'etats p(E). 

(b) Application : pour des electrons libres dans un metal comme le sodium, appliquer 
la regie de remplissage de Fermi, et estimer l'energie et la vitesse des electrons 
a la surface de Fermi, sachant que la densite est N/V = 2 , 6 10 22 electrons/cm 3 . 



2.3.2.2 Spectre du corps noir : gaz de photons a l'equilibre thermique 

Exercice 6. Spectre du corps noir : gaz de photons a l'equilibre thermique 

Soit un volume V fixe, qui contient un gaz de photons a l'equilibre thermodynamique 
a la temperature T fixee. Cela signifie que ces photons sont en contact avec de la matiere 
qui est a la temperature T, car il n'y a pas d'interaction directe entre les photons. 

La distribution d'energie de ces photons s'appelle la loi de Planck ou spectre du 
corps noir. L'allure de ce spectre depend de la temperature T. 

Exemples : 

o A la surface du Soleil (blanc-jaune), le magma a la temperature T = Q000°K. 
L'etoile Betelgeuse qui est rouge a une temperature T = 2A00K. L'etoile Bellatrix 
qui est bleue a la temperature de surface T = 22000K. 
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o Dans un four, on peut avoir T = Q00°K. Cf Diu p826-917 pour une barre de fer. Le 
forgeron a des tables de couleurs, lui donnant la temperature, a partir de la couleur 
observee. 

o Le rayonnement fossile de l'univers suit la loi de Plank pour T = 2, 725 K ± 0.002. 

On va etablir la loi de Planck qui donne la distribution d'energie u (y) dv (par intervalle 
de frequence et par unite de volume) d'un gaz de photons a l'equilibre thermique. 



Questions Pour un intervalle de frequence v G [u; v + dv], 



1. En utilisant la formule de Weyl sur le comptage d'etats ondulatoires (2.3.3), trouver 



le nombre de modes electromagnetiques par intervalle de frequence ^ et dans un 
volume V. 



2. Considerons un mode de frequence z/, note (mode). D'apres la quantification du 
champ electromagnetique, un mode de frequence v ayant N photons a une energie 
E N = hv (N + 1/2). De plus la loi de Boltzmann, stipule que cet etat a N photons a 
la probability Pn = \ exp (—E N /(kT)) d'apparaitre. Deduire la loi de Bose-Einstein 
sur le remplissage de ce mode, donnant le nombre moyen de photons dans ce mode < 
N m ode >= ^p- Deduire le nombre moyen de photons ^ par intervalle de frequence. 



3. 



En deduire l'energie contenue par ces photons, notee u(v), par unite de volume et 
par intervalle de frequence? Tracer Failure de u (u), appelee Loi de Planck : 
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v (10 14 s" 1 ) 

1 1 — • 1 1 1 1 1 1 — 

oo 4 2 1 0,8 0,6 0,5 0,4 0,35 

A (fim) 

2,3.2.3 Equidistribution de l'energie des ondes sismiques 

Exercice 7. Equidistribution de l'energie des ondes sismiques 

La croute terrestre est solide, et inhomogene. Les ondes sismiques sont des ondes de 
vibration elastiques dans ce milieu. Leur origine est diverse : tremblements de terre pour 
les fortes amplitudes (qui sont relativement rares et localisees). Mais il y a toujours un 
"bruit de fond" d'ondes sismiques dont l'origine est essentiellement par exemple le fracas 
des vagues sur les cotes oceaniques. Sauf pres des autoroutes par exemple, ou le passage des 
poids lourds a un effet dominant. Dans la croute, les ondes elastiques ont trois polarisations 
possibles : 

o 2 etats de polarisation pour les ondes transverses (ondes P comme primaires car 

plus rapides, elles arrivent les premieres), qui ont une vitesse vp 
o 1 etat dc polarisation pour les ondes longitudinales (ondes S, comme secondaircs), 
qui ont une vitesse plus faible vs — vp/1.73 
Dans certaines regions, la croute terrestre contient de nombreuses inhomogeneites. Dans 
ces regions les ondes du bruit de fond se comportent de fagon tres complexe (subissent 
des reflexions, des interferences...). II est done raisonnable de supposer que tous les modes 
sont excites de fagon identique en moyenne. C'est une hypothese sur l'equidistribution 
de l'energie entre les differents modes, semblable a Thypothese ergodique" en physique 
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statistique. 

1. En utilisant la formule de Weyl sur le comptage d'etats ondulatoires (2.3.3), consi- 
derer un intervalle de frequence dv et un volume V, et calculer le nombre de modes 
drip d'ondes P et le nombre de modes dn s d'ondes S. 

2. Avec l'hypothese d'equidistribution de l'energie entre ces differents modes, deduire 
le rapport Ep/Es entre l'energie contenue par les ondes P et S dans un intervalle 
de frequence dv. Cette predominance en energie des ondes S sur les ondes P n'a ete 
etudiee que recement |PRK95| (1995), et observee dans une region du Mexique en 
2001 |HTS+01j . qui forme une cavite propice a la diffusion des ondes. II faut noter 
la difficulte qu'il y a de mesurer la polarisation des ondes sismiques. 

2.3.2.4 Densite de niveaux semi-classique du spectre de l'atome H 
Exercice 8. Densite de niveaux semi-classique du spectre de l'atome H 



1. Utilisant la loi de Weyl semi-classique (2.3.1) calculer le nombre d'etats quantiques 



N(E) ayant une energie inferieure a E pour un electron dans l'atome d'hydrogene. 

2. Deduire la densite de niveaux semi-classique p sc (E) = j^. 

3. Comparer aux resultat exact connu a partir de l'expression E n = — % avec E\ = 
r ^ = 13, 6 eV. (voir chapitre ??). (Sans oublier la degenerescence du niveau E n qui 
est n 2 ). 

2.3.3 (*) Regie de quantification semi-classique de Bohr-Smmerfeld 

1 /2 

Dans ce paragraphe, on utilise encore le changement de variables Q = (^) q, et 

^ ( mhuj ) P' 

2.3.3.1 Non commutation des translations dans l'espace de phase 

Exercice 9. 1. Montrer que que les translations en position et impulsion ne commutent 
pas : 

f g B p = exp (-iS/h) Bpf q 

ou la phase S est une quantite que Ton interpretera geometriquement. Pour quelles 
valeurs (q,p) est-ce que les operateurs T q et B p commutent ? 

2. Soit deux points (Qi,Pi) E M 2 et (Qa,^) e R 2 . On note 

D 1>2 = exp (i(P 2 - P x ) (Q - Qi) - i{Q 2 - g0 (P - P-y 

qui est l'operateur deplacement du point 1 au point 2. Pour trois points consecutifs 
1, 2, 3 montrer que 

£2,3 D 1)2 = exp(iS/h) D h3 



et interpreter geometriquement S. Voir figure |2.3.2| 



2.3. CORRESPONDANCES CLASSIQ UE-Q UANTIQ UE A L'AIDE DU PAQUET D'ONDE GAUSSI1 

3. En deduire que pour N points consecutifs 

Av-i,iV • • • ^2,3^1,2 = exp(iS/h) D 1>N . 




0 

Figure 2.3.2 - Composition de deplacements. 



2.3.3.2 Deplacement d'un etat coherent par la dynamique 

Exercice 10. 1. Soit une dynamique specifiee par la fonction de Hamilton classique 
H(q,p). Soit un point (qo,Po) £ ^ 2 de l'espace de phase. Donner l'expression de la 



fonction H(q,p) linearisee au voisinage de (qo,Po)- Voir figure 2.3.3 

Considerons un etat coherent \qo,Po) (paquet d'onde Gaussien). Comme cet etat est 
localise en (qo,Po), Taction de l'operateur H sur |go?Po) s'obtient approximativement 
en utilisant l'expression linearisee de H. Donner ainsi une expression approximative 
de H\q 0 ,p 0 ). 

En deduire que 

£>(At)|g 0 ,Pi) ^ exp(-iEAt/h)D 0 ,i\q 0 ,p 0 ) 

ou U(At) = exp (^—iHAt/hj est l'operateur devolution sur un temps court At, et 
ou E et Z) 0 ,i seront precises ? Interpretation ? 

En deduire une expression de revolution d'un paquet d'onde sur un temps fini 
U(t)\qo,Po)^ (Utiliser l'exercice precedent) 

Considerons une trajectoire fermee (periodique) d'energie E, de periode T, passant 
par le point (qo,Po). On a l'idee de construire un etat stationnaire localise sur cette 



trajectoire, en superposant des etats coherents. Voir figure [2T3T4| On considere ainsi : 



^ h U(t)\q 0 ,p 0 )dt 



o 



En appliquant l'operateur U{t') a montrer que |0) est un etat stationnaire 
(approximatif) d'energie E a condition que e* BT//?l ?7(T)|go,Po) = |?o,Po)- 
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6. Exprimer cette derniere condition comme une condition sur Taction (surface) S de 
la trajectoire : 

S = n (2nh) +o(h), neN 

appelee regie de quantification de Bohr- Sommerf eld : la surface doit contenir 
un nombre entier de cellules de Planck. Application : pour l'oscillateur Harmonique ? 

P * 



Po 




Figure 2.3.3 - L 'approximation lineaire de H(q,p) pres du point (qo,Po) revient a approxi- 
mer les trajectoires classiques au voisinage de ce point, par un mouvement translation. 



| q 0 'Po > 




Figure 2.3.4 - Construction d'un etat stationnaire, en superposant revolution d'un etat 
coherent. On obtient la regie de quantification de Bohr-Sommerfeld. 



Remarques 
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1. Cette construction permet non seulement d'obtenir une formule approchee pour 
les niveaux d'energie, mais aussi une expression pour les etats stationnaires \4> n ), 
montrant qu'ils sont concentres sur une orbite classique specifique. 

2. On n'obtient pas l'indice 1/2 correct du spectre de l'oscillateur Harmonique. Expli- 
quer pourquoi @@. 

3. Pour des problemes a plusieurs dimensions, cette construction n'est pas assez precise 
pour donner les etats stationnaires. Elle peut s'appliquer cependant aux orbites pe- 
riodiques, et donne une formule semi-classique tres interessante pour la densite de ni- 
veaux, appelee formule de Gutzwiller, ou formule des traces semi-classique. 
Voir |Gut91| . La formule de Weyl enoncee ci-dessus constitue le premier ordre de 
cette formule. 

4. On a choisit arbitrairement de mettre la phase e %Et l h dans la construction de \<f>). Ce 
choix peut se justifier, car c'est celui qui donne un etat stationnaire le plus concentre 
sur la trajectoire. (interferences constructives entre les paquets d'ondes). Cela a un 
rapport direct avec la phase geometrique, ou phase de Berry. Exercice : le montrer. 
(L'operateur de deplacement D ci-dessus realise "un transport parallele"). 

5. Finalement, tout cela est lie au fait que T q et T p ne commutent pas. cette observation 
se generalise, et donne lieu a la theorie de "la quantification geometrique". Voir 
|Woo92j . |F7nU] . 



2.3.4 (*) Representation quantique dans l'espace de phase 

Rappelons ce qu'est "la representation en position" d'un etat quantique mentionne 



page 50 \x) est un etat de position car bien localise a la position x. On a la relation 
de fermeture I = f dx\x)(x\ qui montre que tout etat quantique se decompose comme 
superposition de tels etats : = J dx \x) ((x\i/j)). Les coefficients de cette decomposition 
sont tp ( x ) — ( x \4>)i Qui l a fonction d'onde de l'etat quantique. 

Nous avons aussi vu que les choses sont analogues pour la representation en impulsion, 
donnant une fonction ip {p) = (p\ip). 

En suivant cette meme demarche, nous allons voir que Ton peut naturellement definir 
une representation dans l'espace de phase, i.e. en variables (x,p) simultanement, 
appelee aussi representation de Husimi. L'interet de cette representation est grand. II 
se devine lorsque Ton sait que la mecanique classique (de Hamilton) qui est une limite 
(courament utilisee) de la mecanique quantique pour des actions grandes (S/h ^> 1) se 
formule naturellement dans l'espace de phase (x,p), et que de nombreux phenomenes de 
mecanique classique n'ont une explication claire que lorsqu'ils sont explicites dans l'espace 
de phase (comme les structures des trajectoires pour les systeme reguliers, ou chaotiques, 
voir |Arn76| ) ; il en est de meme pour de nombreux phenomenes quantiques, comme entrevu 
ci-dessus. 



Le paragraphe (1.3.2), presentant revolution de paquets d'ondes a clairement montre 
l'avantage de la representation de Husimi d'un etat quantique par rapport a la representa- 
tion en position ^(x) : elle permet de comprendre revolution en terme classique, sur une 
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duree plus longue. Elle permet aussi de mieux comprendre la structure des etats station- 
naires. 

La representation de Husimi dans l'espace des phases presentee ci-dessous, permet de 
donner un sens precis aux representations schematiques dans l'espace de phase, faites ci- 



dessus a propos de revolution d'un paquet d'onde, figure (2.2.10), ou de la distribution 



d'un etat stationnaire quelconque, figure (2.3.4). 



2.3.4.1 Relation de Fermeture par les etats coherents 



Nous avons vu en eq.(1.6.7), que le paquet d'onde \q,p, a) defini par eq.(1.1.6), est "assez 
bien localise" a la fois a la position x et a l'impulsion p, avec les incertitudes respectives 
Ax = Ap = Une famille de paquets d'ondes \q,p,a) avec a fixe, et (q,p) G M 2 
serait done un bon candidat pour definir une representation dans l'espace de phase. II reste 
a verifier que l'on a une relation de fermeture. 

Dans la suite, on considere que le parametre a est fixe, et on l'omet dans les notations. 



Pour simplifier, on utilise les ccordonnees sans dimension Q,P eq.(2.2.7) et la coordonnee 
complexe 



Q 



l 

Q 
a 



(Q + iP) G C : point de t espace de phase 



P 



a 



h 



V 



On prendra l'expression \z) du paquet d'onde definie en eq.( 2.2.26) page (121) 

'iPQ 



\x,p, cr) 



cxp 



\z) 



\z) = D{z)\V) 
D(z) = exp (iPQ — iQP^j = exp (za + — za) 



On utilisera aussi si besoin, les expressions equivalentes (2.2.29) pour D(z 



Proposition 2.3.3. Pour a fixe, on a la relation de fermeture : 



Demonstration. Voir cours de Ml de math |Faul0b| . 



□ 
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2.3.4.2 Representation de Husimi d'un etat quantique 



Definition 2.3.4. Pour un etat quantique G % on associe la fonction suivante sur 
l'espace de phase, a valeurs complexes, appelee distribution de Bargmann de \ip) : 

Barg^ (x,p) = (z\if)) 

on associe aussi la fonction positive sur l'espace de phase, appelee distribution de Hu- 
simi de : 

Hus<p (x,p) = \{z\ip)\ 2 = \Barg^(x,p)\ 2 



Proposition 2.3.5. De la relation de fermeture, on deduit que la distribution de Barg- 
mann Barg^ (x,p) caracterise I 'etat 

Demonstration, si \/x,p Barg^ (x,p) = Barg^ (x,p), alors 

dxdp f f dxdp 

, z)Barg^(x,p) = / / -— - \z)Barg^, (x,p) = \<j>) 



2nh 1 ' av v lirj J J 2nh 

□ 

Cela est moins clair pour la distribution de Husimi car il semble que Ton perd l'information 
sur la phase en chaque point (x,p). Pourtant il n'en est rien : 

Proposition 2.3.6. la distribution de Husimi caracterise I'etat \ip) a une phase 
globale pres. 

Demonstration. [FaulObj On a Barg^ (x,p) e l ^= 1 2 / 2 = e^ 2 ^ 2 (z\ip) = (0|e za |V') qui est done ana- 
lytique en z. II resulte de la theorie des fonctions a variables complexes que cette fonction est 
determinee (a une phase pres) par son module seulement. 

□ 

Proposition 2.3.7. La norme de I'etat \ip) s'obtient a partir de la distribution de Husimi 
par : 



||V|| 2 = <V#> = J =Hus^{x,p) 

Demonstration, on utilise simplement la relation de fermeture : {ip\ip} = J ^j^- {ip\qp) {qp\ip) = 
f ^rHus^ (x,p). 

□ 



dxdp 
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2,3.4.3 Exemples simples et importants 

Onde plane si \ip) = \p 0 ) est une onde plane d'impulsion p 0 , definie en eq.( 1.1.3[ ), alors 

(P - Pof 



Barg lpo) (x,p) = (z\p 0 ) 
et done 



o r.x 0 p 0 \ f.x 0 p\ 



2(h/a) 



Hus\ po) (x,p) 



a 



exp 



(p-PoY 



qui est une ligne en p = p 0 qui a une forme transversale Gaussienne, de largeur Ap = -. 



C'est un resultat attendu. Voir figure 2.3.5 



Etat de position si 



Barg lxo) (x,p) = (z\x 0 ) 



\xq) est un etat de position en xq, alors 



1 / .x 0 Po\ f.Pox\ 

"^ exp \- l ^m) exp VJf) exp 



7T<7 



(g - xqY 
2a 2 



(d'apres (1.1.6), et done 

Hus ]xo) (x,p) 



\j ty a'' 



exp 



(x - XqY 



qui est une ligne en x = xq qui a une forme transversale Gaussienne, de largeur Ax = a. 
C'est un resultat attendu. Voir figure [2~3~5j 

Remarquer que Hus\ xo ) (x,p) et Hus\ po ) (x,p) ne sont pas normalisable (norme infinie) ; 
cela est du au fait que \p 0 ), \x 0 ) ^ L 2 (R). 

Etat coherent si \ip) = |xo,Po) est un paquet d'onde Gaussien de position moyenne x 0 
et impulsion moyenne p 0 , alors 

Barg M (x,p) = (z\z 0 } = e -H*-«>l a e *C*«>) 



et done 



Hus 



\ x o,po) 



(x,p) 



-\z-z 0 \ 2 



e 2 



e 2 ° 



qui est une gaussienne centree en (x 0 ,Po) de largeurs Ax = a, Ap = K Voir figure 



2.3.6 C'est un resultat attendu, qui donne un sens rigoureux a l'image (1.6.4) . 



preuve : on utilise (2.2.29), et e za e z ° a = e zz °e z ° a e za . On a 



|0)e 2 e 2 



(z\zq) = (0\e za e 
soit (z\z 0 ) = e -\\ z -M 2 ^{zz 0 ) 



<-"({)|< : '^e za \0)e-^e-^- = e ZZo e~^ 
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Figure 2.3.5 - Distributions de Husimi Hus Po (x,p) et Hus Xo (x,p) des etats \p 0 ) et \x 0 ) 
dans l'espace de phase. Les unites sont arbitraires 



Etat stationnaire de l'oscillateur Harmonique Si 



\n) etat propre de l'oscilla- 



teur harmonique (voir page 105), alors 

Barg\ n ) (x,p) = (z\n) = e~^ /2 ^=z n 

et done en coordonnees polaires z = pe l6 

1 2 

Hus\ n) (x,p) = -^=p 2n e~ fr 



qui est une distribution independante de 9, done de symetrie circulaire, dont le maximum 
radial est sur le cercle p max = \fn . Voir figure 2.3.6 Ce cercle coincide avec l a traje ctoire 
classique d'energie E% ass = hum, comme observe numeriquement sur la figure (1.3.4). (Re- 



marquer qu'il y a un petit decalage par rapport a l'energie du niveau n : E n = hco (n + |), 
mais ce decalage est plus petit que la largeur de la distribution). 

preuve : (z\n) = e -N 2 / 2 (0|e 2 » = e"l 2 l 2 / 2 £„,> 0 ^(0| (zaf |n) = e^' 2 Z n >>o 7=7r^'( n » 



e -|*r/2 l 



Le maximum de Hus et sa largeur se trouvent en derivant par rapport a p. Ensuite, le hamil- 
tonien classique H = ^ (P 2 + Q 2 ) =hui\z\ 2 = hujp 2 U 



2.4 Conseils de Lecture 

o Cohen-Tannoudji |CBF| . chapitre V. 



Pour approfondir : 

o L'application du comptage d'etats a la physique statistique 
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Figure 2.3.6 - Distributions de Husimi Hus\ XQP0 )(x,p) et Hus\ n )(x,p) des etats |xo£>o) et 
\n) dans l'espace de phase. Les unites sont arbitraires 

Diu et al. |DGLR89| . 
o Pour approfondir les aspects mathematiques, 

— Sur la theorie des groupes : Cours de Segal dans |Seg95| . Livre de Bacry |Bac| . 

— Sur les etats coherents (paquets d'ondes) en physique : [WDG90J 



Chapitre 3 

Une particule a 3 dimensions sans spin 



Dans le chapitre precedent nous avons considere par simplicity une particule se depla- 
gant seulement selon une direction x (mouvement a une dimension). Dans ce chapitre nous 
montrons tout d'abord comment le formalisme du chapitre precedent s'etend pour decrire 
une particule dans l'espace (x,y,z) G M 3 de dimension 3. 

Nous traitons ensuite le cas d'une particule chargee qui subit l'influence d'un champ 

— * 

electromagnetique decrit par les champs de potentiel A et V. 

3.1 Une particule a 3 dimensions sans spin 

3.1.1 Espace des etats H, 

Vetat quantique d'une particule dans l'espace M 3 est maintenant decrit par une fonction 
d'onde ip(x,y,z) a 3 variables, et toujours a valeurs complexes. On utilisera toujours la 
notation de Dirac \ip >. On posera aussi : 



(ou d 3 x = dxdydz. C'est une integrate triple). L'espace des etats est constitue des fonctions 
d'ondes \ip > de norme finie : < ip\ip >< oo, note : 



Les operateurs differentiels de base sont les operateurs position et impulsion que Ton re- 
groupe en operateurs vectoriels (i.e. vecteurs dont les composantes sont des operateurs) : 



x = 



(x,y,z)eR 3 



Le produit scalaire entre deux fonctions d'onde est naturellement : 




U = L 2 (M 3 ) 



P = (Px,Py,Pz) 



x = [x,y,z 



(3.1.1) 
(3.1.2) 
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qui sont definis comme ci-dessus, par 

(x,y,z) = xip(x,y, z) 
(p x V) (x,y,z) = -ih^-(x,y,z) 

etc... 

On note aussi pour simplifier d x := ^ et V = (d x ,d y ,d z ) appele operateur nabla. 

3.1.2 L'espace 7i comme produit tensoriel 7i = 7i x <S> 7-L v ® 7-L z 

Nous connaissons deja des bases pour l'espace H x = L 2 (M) des fonctions d'ondes ip(x) 
a une variable x, etudie dans le chapitre precedent : nous connaissons la "base" de position 
| a; >,x G R, la "base" d'impulsion \p x >,p x G R, la base de l'oscillateur Harmonique 
|0„),n G N, ... (il y a une infinite d'autres bases possibles). C'est la meme chose pour les 
espaces T-L y et % z associes aux variables y, z. Chaque dimension de l'espace : x,y,z s'appelle 
un degre de liberte spatial. Dans IR 3 il y a done trois degres de liberte spatial. 

Nous aimerions ici construire des bases de l'espace H = L 2 (M 3 ), fonctions a trois 
variables (3 degres de liberte) a partir de ces bases de fonctions a une variable (1 degre de 
liberte), L 2 (M). Autrement dit, comprendre comment l'espace H = L 2 (IR 3 ) se construit 
a partir des espaces T-L x , T-i y et H z . Nous allons voir que cette construction se fait par 
le produit tensoriel. Le produit tensoriel sera essentiel pour decrire plus generalement 
l'espace quantique d'une particule ayant des degres de liberte interne, ou pour decrire 
l'espace quantique de plusieurs particules. Nous decidons done d'illustrer cette construction 
de produit tensoriel dans le cadre simple de fonctions a trois variables, ce qui reste intuitif. 



Proposition 3.1.1. Supposons que \4> rix >,n x G N est une base (orthonormee) de 7i x = 
L 2 (R x ), et de meme 0 n >, \4> nz > des bases respectives de T-L y = L 2 (R y ) efH z = L 2 (R z ). 
Alors (f>n x ( x ) < Pn y (y) ( f ) n z ( z ) f orme une base orthonormee deH = L 2 (IR 3 ) aussi notee 


\K X > ®\4>n y > ®|0n 2 > 




avec (n x , n y , n z ) G N 3 . C'est a dire que tout etat ip G H = 


L 2 (IR 3 ) s'ecrit de facon unique : 


$(x,y,z)= ^n x ,n y ,n z (pn x {x)(pn y {y)(pn z {z), 

Tlx )Tly )Tl% 


^n x ,n y ,n z G C (3.1.3) 


On dit que % est l'espace produit tensoriel : 




U = H x ® H y ® H z ou L 2 (IR 3 ) = L 2 (R x ) @ 


) L 2 (R y ) ® L 2 (R z ) 


Le signe <8> s'appelle produit tensoriel. 
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Demonstration. (*) On note : 

4>n x (x) =< %\4>n x >, n x e N 

sont les fonctions de base de % x . On considere tout d'abord que y, z sont fixes, done 
que if>(x,y,z) depend seulement de x, et on ecrit de fagon unique : 

1>(x,y,z) =< x\ip(y,z) >= ^ VvG/> z)(p nx (x) 

n x 

La fonction if> nx (y, z) 6 C est ici une "composante". On continue de meme avec cette 
fonction, en considerant z fixe et y variable, donnant 

1pn x {y, z ) = ^2^n x> n y (z)(j) ny (y) 
n y 

et puis finalement ipn x ,n v (z) = Sn z Vv,n H ,n z 0n z (<2)- Au total cela donne : 

1p{x,y,z)= ^ ^n x ,n v ,nAn x {x)K v (y)KAz) (3-1-4) 



Tlx i*T"U 



Qui montre que en general une fonction if)(x,y,z) n'est pas juste un produit factorise de 
trois fonctions respectivement en x, y, z mais peut toujours s'ecrire comme une combinaison 
lineaire de termes factorises de la forme <fi nx (x)(f) ny (y)4> nz (z). De plus on a montre que 
cette decomposition est unique. La decomposition de if) que Ton a obtenue montre que 
\4>n x > ®\4>n v > ®\4>n z > est une base (orthonormee) de H. (On verifie facilement 
l'orthonormalite). □ 

Remarques 



o En notation de Dirac, on re-ecrit (3.1.4) sous la forme : 



<x,y,z\ip>= Y ^ 

n x ,n y ,n z < x\<Pn x >< y\<Pn y >< z\<j> n „ > 



Tlx iflv -X^z 



ou encore : 



IV> >= ^.n^n, \<Pn x > ®\4>n v > ®|0n z > 



Tlx silv \Tlz 



II signifie que la fonction d'onde (\4> nx > ®\4>n y > ®\4>n z >) E V. est < x\4> nx >< 
y\4>n y >< z \4 ) n z >= ( f>n x (%)(f>n v {y)(f>n z (z) qui est un produit de fontions. On obtient 
de meme la base de position de H notee : 



\x >= \x,y,z >= \x > ®\y > ®\z > 
< x\ =< x,y,z\ =< x\<S> < y\<S> < z\ 
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o Ne pas confondre le produit tensoriel d'espaces vectoriels avec la somme directe 
d'espaces vectoriels. Void un rappel de ces deux notions. Si F est un espace vectoriel 
(e.v.) de dimension Nf, de base |n/ >, n/ = 1 — > Nf et G est un autre e.v. de 
dimension N g , de base \n g >,n g — 1 — > N g , alors nous venons de voir que l'espace 
produit tensoriel est note 

E = F®G (3.1.5) 

et a pour base \nf,n g >= \n/ > ©|n 9 > et est done de dimension NfN g . 
Par contre, l'espace somme directe, note 



E = F®G 



a pour base la reunion des vecteurs |n/ > et 
Par exemple R 3 = R 2 © R. Voir figure |3.1.1 



\n. 



>. et est done de dimension Nt+N Q . 




Figure 3.1.1 - L'espace total E de dimension 3 est la somme directe E = F © G, avec 
dimF = 2, dimG = 1. 



o Voici un schema (figure 3.1.2) montrant une fonction ip(x,y) non factorisable en 
deux fonctions de x et y Cela traduit une correlation evidente entre les variables x 



I , I x 

\ 1 

Figure 3.1.2 - Cette fonction est ip (x,y) = 1 sur les carres gris, et tp{x,y) = 0 ailleurs, 
est non factorisable. 

et y. En terme de mesure de la position de la particule, si on observe la particule en 
x = 1, forcement, y = 1 (respect, x = 0 et y = 0). Done x et y sont des grandeurs 
correlees dans cet exemple. 
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1 




'l 











X 



av 2 



Figure 3.1.3 - Cette fonction ip(x,y) = 1 sur les carres gris, et ip(x,y) = 0 ailleurs est 
factorisable : ip(x,y) = ipi(x) ip 2 (y) 



Voici maintenant un schema montrant une fonction ip(x,y) = ipi(x)ip2{y) factori- 



sable en deux fonctions de x et y, figure 3.1.3 Cela correspond au fait qu'il n'y a 



pas de correlation entre les grandeurs x et y : Si on observe la particule en x = 1, 
on ne sait pas pour autant si y = 0 ou y = 1. On dit que x et y sont de-correles. 
o (*) Dans cette section, on a montre que L 2 (R 3 ) = L 2 (R) ® L 2 (R) <g> L 2 (R). Plus 
generalement, on a done pour a,b e N : 

L 2 (R a+b ) = L 2 (R a ) <g) L 2 (R b ) 

Exercice 3.1.2. "Action d'une rotation" : Si une particule a la fonction d'onde ip(x) =< 
x\ip >, montrer que l'expression de la fonction d'onde de la meme particule dans un repere 
x' obtenu par une rotation x' = Rx (ou R G SO (3) est une matrice orthogonale 3x3) est 

i)\x' ) = ) (3.1.6) 

Remarques : on note ip' = Rtp et R est l'operateur rotation. Puisque que la transfor- 
mation ip(x) — > ip'(x') correspond a un changement de repere, on parle de transformation 
passive. II pourrait s'agir d'un dispositif qui fasse tourner la particule ; on parlerait de 
transformation active. 

3.1.3 (*) L'oscillateur Harmonique a 2 dimensions 

Voir TD. 



3.2 Particule char gee dans un champ electromagnet ique 

Dans cette section, on cherche a decrire une particule quantique subissant les ef- 
fets d'un champ electro-magnetique exterieur classique. On supposera done que 
l'influence de la particule sur le champ est negligeable (ex : rayonnement, champ electro- 



statique ou magnetostatique, cf discussion page 168) 
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La dynamique d'une particule quantique isolee est decrite par l'equation de Schrodinger 
eq. (1.3.1). Dans cette equation intervient l'operateur Hamiltonien qui contient toutes les 
informations sur la nature de la particule et les forces qu'elle subit. 

En general, cet operateur H s'obtient a partir de la fonction de Hamilton classique 
H(x,p) (qui est l'energie totale) qui sert a decrire la dynamique de la particule dans le 
cadre de la mecanique classique, et Ton remplace les variables classiques x,p x par les 
operateurs x,p x etc.. Cette operation s'appelle le principe de correspondanceQ 

Dans ce paragraphe nous allons done tout d'abord faire un rappel de mecanique clas- 
sique et d'electromagnetisme classique, et etablir la fonction de Hamilton H(x,p) d'une 
particule classique chargee, dans un champ electromagnetique exterieur. Puis a l'aide du 
principe de correspondance, on obtiendra l'operateur Hamiltonien H qui permet de decrire 
la particule quantique. 

Attention : dans ce chapitre, on ne decrira pas le spin de la particule (on le supposera 
fige par exemple). Nous decrirons l'interaction du spin avec le champ, seulement a la fin 
du chapitre ??. 



3.2.1 Dynamique classique et invariance de Jauge 



Voir cours de Mecanique Analytique de L3. |Faul0c| . 

D'apres les equations de Maxwell, les champs E(x,t) et B(x,t) verifient^] : 



OB 

"dt 

0 



D'apres le Lemme de Poincare, cela implique que il existe un champ de vecteur A(x,t) 
appele potentiel vecteur et une fonction U (x, t) appele potentiel scalaire tels que 



rot \ E 
div ( B 



E = -grad (U) - 



OA 



B = votA 



Remarque : utilisant les relations rot o grad = 0 et div o rot = 0, on verifie que ces 



solutions conviennent. Le lemme de Poincare assure la reciproque. Voir page 156 



3.2.1.1 Equations de mouvement classique 

Soit une particule classique chargee (electron ou autre), de charge q, se deplagant sous 
l'effet d'un champ electromagnetique E, B. Dans la theorie de Newton, cette particule subit 

1. Ce principe de correspondance peut sembler artificiel. II est justifie par la propriete que revolution 
du centre d'un paquet d'onde avec le Hamiltonien quantique H et decrit en premiere approximation par 
les equations de Hamilton avec le Hamiltonien classique H correspondant. 

2. Voir l'appendice pour avoir l'expression de ces operateurs differentiels et des relations importantes 
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la force de Lorentz F Lorentz = q {^E + v A B j et cela determine sa trajectoire d'apres 

l'equation de mouvement de Newton rn^§ = FLorentz- 

La proposition suivante montre que ce mouvement peut etre decrit par un certain 
Hamiltonien. 



Proposition 3.2.1. La fonction Hamiltonien suivante 

H(x,p,t) = — (p-ql(x,t)y + qU(x,t) 
et les equations de mouvement de Hamilton 



dx dH 

dt dp 

dp dH 

dt dx 

sont equivalentes a l'equation de Newton 

= F L orentz = q [e + v M3^j (3.2.1) 

L'impulsion est 

p = mv + qA(x,t) (3.2.2) 



Demonstration. (*) On notera x = (xi, x 2 , x 3 ) les composantes d'un vecteur. Les equations 
de mouvement de Hamilton donnent pour j = 1, 2, 3 

dxj dH 1 
-dt = df J = ™ iPj ~ qj) 

(Cela donne p = mv + qA ou v = % est la vitesse). On a aussi 



^ = -^=(e^(r - ^ (^)) - ^ = (j> (« 

Alors 

d Xj dp j dAj 

Tn — — — q — 

dt 2 dt dt 

or 

dAj (x (t) , t) ^ dAj dxi dAj 

dt ~~ ~dx~~dt + ~dt 



dAi\\ dU 
- q- 



dxj J J dxj 
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ct 



dU dAi 



dxi 



dt ' 



Done 



m 



d 2 Xj 



- E 



Vi q 



.i=i 



= 5 E 



. i=i 



<9?7 

dxj 



E 



dxi dt 



dt 



dAi dAj 
dxj dxi 



+ qE j 



q(v AB) , + g.Ey = F Lorent2 



On a obtenu l'equation de Newton. En derniere ligne on a utilise (v A B)- = (Yli =1 Vi ^ 
qu'il nous faut montrer maintenant. On a 



dAj 
dxj 



B 



= rot (£j = 



- _d_ 


' A 1 


-2- A 

dx 2 A 


A 2 = 


a 

- dxi 


A 3 



B 3 



8A S 8A 2 
8x2 8x3 



8A 

§1 
dxi 



8x3 dxi 
8A 2 _ 8Ai 



8A 3 
dxi 
8Ai 
8x2 



Ct 



v A B 



v 2 B 3 - v 3 B 2 
etc 



.dA 2 dAA , fdA 3 OA, 
v 2 B 3 - v 3 B 2 = v 2 — + v 3 ' 



dxi dx 2 J \ dxi dx 3 
dAj dAi 



dx\ dx 



car le terme j — 1 est nul. On a done bien montre que £E {j^r ~ If 1 ) Vj = (if A ifj □ 



3.2,1,2 Invariance de Jauge classique 

D'apres les equations de mouvement de Newton mdv/dt = F Lorentz , et l'expression de 

— » — * — * 

FLorentz qui depend de E, B, nous savons que le mouvement de la particule est impose par 
E, B et non pas directement par A, U . Or differents champs A, U donnent les memes champs 
E, B. En effet, la transformation suivante sur les champs (A,U), appele changement de 

— * — * 

Jauge, laisse les champs E, B invariants et done la trajectoire classique inchangee) : 
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Proposition 3.2,2, "Invariance de Jauge classique". six(x,t) est une fonction quel- 
conque alors les transformations suivante appelees changement de Jauge : 



A -> A' = A + grad (x) 
dt 



(3.2.3) 



u^u' = u 



impliquent p p = p + q grad(x) mais E, B et la trajectoire classique x (t) sont inchan- 
ges. 



Demonstration. On a 



E' = -gradU' - dA'/dt = -gradU + d (grad X ) /dt - dA/dt - d (grad X ) /dt = E 



ct 



B' = rot A' = rot A + rotgradx = rot A = B 



Par consequent la force de Lorentz FL orentz est inchangee et les equations de mouvement Newton 
sont aussi inchangees. 

□ 



3.2.2 Equation de Schrodinger et invariance de Jauge Quantique 

Comme explique ci-dessus, l'operateur Hamiltonien H s'obtient a partir du Hamilto- 
nien classique par le principe de correspondance en substituant les variables positions et 



impulsions par les operateurs differentiels correspondants eq(3.1.1). Cela donne : 



H 



2m 



p — qA(x, t)) + qU (x, t) 



(3.2.4) 



et l'equation de Schrodinger qui decrit revolution de la fonction d'onde de la particule 



chargee s'ecrit toujours comme eq.( 1.3.1) : 



ih^ = H\^> 



dt 



^0 



2m 



D 2 ip + D t if> 



(3.2.5) 
(3.2.6) 



dans la deuxieme ligne on a fait apparaitre les expressions 



D 



-ihf t + qU 



= -ihV - qA 

appelee derivee covariante. (c'est un quadri-vecteur). 



154 



CHAPITRE 3. UNE PARTICULE A 3 DIMENSIONS SANS SPIN 



Proposition 3.2,3. "Invariance de Jauge quantique". L 'equation de Schrddinger 
est aussi invariante par le changement de Jauge (3.2.3), a condition de faire aussi le 
changement suivant sur la fonction d'onde : 



ijj (x, t) — > ip' (x, t) = exp ( iq 



X (x, t) 

h 



ip (x, t) 



(3.2.7) 
(3.2.8) 



Remarque : 



o Dans (3.2.7) c'est un changement de la phase de la fonction d'onde different en 

chaque point de l'espace-temps. 
o II faut penser aux transformation de Jauge comme a un changement de repere ou 

de referentiel en mecanique : les coordonnees des objets sont modifiees mais les 

phenomenes physique sont inchanges. 

Demonstration. Supposons que l'equation i h^ = Hip est verifiee. On va montrer que ifo^jf = 



H'ip' est alors verifiee. Utilisant l'ecriture (3.2.5) avec la derivee covariante ci-dessus, on pose 
D',D' t pour les expressions avec (A',U'j. On veut done montrer que 0 = ^D 2 ip + Dtip est 



equivalent a 0 = ^-D'V + D' t ip'. 

Pour cela on va utiliser la relation suivante : 




(3.2.9) 



qui sera demontree ci-dessous. Grace a cette relation on deduit D' (e iq ^ip) = e iq ^D{ip) 
done 

^D'Y (e iq *^ = & (d'e iq %i?) = D'e iq ^D (ip) = e iq *D 2 (^) 
et D' t (e iq nip) = e iq lD t {if)). Done 

o = -J-tfy + 

2m 

^0 = e iq h \—D 2 iP + D t i> 
\2m 

= (^n 2 ii) + D t ii) 
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On a obtenu le resultat. Preuve de (3.2.9) : pour la composante D' t on a 
D' t (e*«*v) = (- iH §t + 1 U ^j ( e ^) 

ft at dt H \ dt 1 

= e^D t (iP) 

et de meme pour les composantes spatiales 

Z)' (jvfip) = (-ihV - qA'] [e iq l V 

□ 

3.2.3 EfFet Aharonov-Bohm 

Nous venons de voir que en mecanique classique et quantique il y a une invariance de 
Jauge. On pourrait penser que les deux resultats sont similaires. Ce n'est pas le cas il y 
a une difference fondamentale avec l'invariance de Jauge quantique et qui vient du fait 



que la phase est modifiee dans l'expression (3.2.7). Cela implique des phenomenes qui se 



manifestent dans des experiences d'interferences proposees par Aharanov et Bohm en 1957 
et qui n'ont pas d'equivalent en mecanique classique. 



Dans le dispositif experimental decrit par la figure (3.2.1), un faisceau coherent d'elec- 
trons part de Xq, puis est separe en deux, et se recombine dans la region d'interferences x. 
Cela est similaire a l'experience des doubles fentes de Young en optique, sauf que la region 
hachuree entouree par les faisceaux contient un champ magnetique B perpendiculaire a la 
figure. Le champ B est nul partout ailleurs, en particulier sur le trajet des faisceaux. 

Cependant le potentiel vecteur A n'est pas nul sur les trajets des electrons. En effet si 
l'on considere la boucle fermee T, allant de xq a x* par le chemin du haut, et revenant par 



le chemin du bas, on a d'apres le theoreme de Stokes (cf appendice A. 3.1) 

I Adl= J rot(A)dfs= I Bd 2 s = cf> B 

JY J disque J disque 



ou 4> B est le flux (non nul) du champ B a travers la boucle V. On deduit que A est done 
non nul sur le trajet des electrons. A cause de sa presence dans le Hamiltonien H, ce 
potentiel vecteur A est responsable d'une difference de phase entre les deux trajets qui est 
precisement : 



(voir exercice ci-dessous). Par consequent, l'intensite I(x) des figures d'interference obser- 
vees au point x, dependent directement du flux magnetique 0 = J disque B ds. 
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Detecteur 



Figure 3.2.1 - La fonction d'onde d'un electron est quasiment nulle hors des regions 
grisees. Le champ magnetique est nul hors de la zone noircie. Cependant les figures d'in- 
terference observees dependent directement du flux magnetique. 



On montre que l'intensite de l'onde au point x du detecteur est (voir TD) : 




— * 

La consequence surprenante de cette experience, est qu'un champ magnetique B peut 
influencer le mouvement d'electrons qui ne le traversent meme pas. (Mais dont la fonction 
d'onde le contourne). 

Ce phenomene d'interferences est observe dans des structures semi-conducteurs appeles 
SQUID. II permet de detecter des changements de champs magnetique tres faibles. 

Remarque : A l'aide de la "geometrie differentielle" et "la theorie des connections 
sur fibres vectoriels" aussi appelee "theorie de Jauge" on peut formuler l'invariance 
et les changement de Jauge de fagon plus claire. Dans cette formulation il apparait que 
la phase d'Aharanov Bohm 0# est une "holonomie", independante du choix de Jauge et 
pouvant done se manifester physiquement. 



3.2.3.1 (*) Le lemme de Poincare 

II y a un paradoxe apparent dans l'effet Aharanov Bohm. Void un argument qui est 

faux : comme rotA = B = 0 sur le chemin de l'electron, on devrait trouver une fonction 

- ->->-> y 

X telle que gradx = A. Le changement de Jauge A — > A 1 = A — grad (x) donnerait alors 

A' = 0 et aucune influence du flux magnetique 4>b sur la phase de l'electron. 

— * 

Reponse : l'erreur de l'argument precedent est que la propriete mathematiqu e B 



rotA = 0 =>■ 3%, tqA = gradx n ' es t pas valable sur le domaine gris de la figure (3.2.1) 
(d'ailleurs, une preuve que Ton ne peut annuler A est que § Adl = 4>b ^ 0). Cette propriete 
mathematique n'est valable que sur un domaine V de l'espace simplement connexe, e'est 
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a dire ou tout chemin en boucle peut se deformer continument vers un point en restant 
dans ce domaine. 

Plus generalement, les formules bien connues de calcul differentiel 

gradf = 0 => f = cste (3.2.10) 
rotu = 0 =>■ 3/, tqu — gradf 
div v = 0 =>■ 3u, tqv = rotu 

sont valable sur un domaine V de l'espace qui est contractible, c'est a dire deformable 
en un point ; et ne contenant done pas de trous. Cette propriete s'appelle le lemme de 
PoincareB 



Exercice 3.2.4. Chercher un contre exemple simple a chacune des trois regies (3.2.10). 
Solution : 

1. soit le domaine V = R \ {0}. Sur R+ / (x) = 1, et R~ / (x) = 0. 

2. soit le domaine V = M 2 \ {0}. En coordonnee polaires, u = \uq. 

3. soit le domaine V = M 3 \ {0}. En coordonnee spheriques, v = ^.u r . 

Exercice 3.2.5. TD sur l'effet Aharanov Bohm. 



3.2.4 Interpretation geometrique de l'invariance de Jauge quan- 
tique, et autres theories de Jauges (*) 

Dans ce paragraphe, nous donnons une introduction a la description de l'electroma- 
gnetisme comme etant "une theorie de Jauge". Cette description introduite par les 
physiciens dans les annees 1970', utilise des outils de geometrie introduits par les mathe- 
maticiens (H. Whitney, H. Hopf, Pontrjagin, Chern ...) dans les annees 1930'-40', comme 
la notion de fibre vectoriel et connexion sur un fibre vectoriel,0 , que nous allons 
expliquer. 

Cette interpretation a un aspect esthetique certain, mais aussi un gros avantage concep- 
tuel, car cette description se generalise aux autres forces fondamentales de la nature, comme 
la force nucleaire, la force de gravitation. Cette description a par ailleurs permis en 1973, 
l'unification de la force electromagnetique avec la force nucleaire faible, dans la theorie dite 
"theorie de Jauge electro- faible", dont la verification experimental a ete faite en 1983, 
avec la decouverte des bosons Zq, Z± et en 2012 avec la decouverte du boson de Higgs. 

De plus la description geometrique en terme de fibre vectoriel est indispensable pour 
decrire des phenomenes topologiques ; voir cours de Master 2 pour plus details |Faul0a| . 

3. Plus precisement , la condition necessaire et suffisante sur le domaine T> est que son groupe de 
cohomologie de De-Rham soit nul, c'est a dire Hl, R (V) = 0, ou Hj }R (T>) — 0,i/f) H (D) = 0, pour 
respectivement les trois formules ci-dessus, voir |Nak03| . 

4. "Connection on a vector bundle" en anglais. 
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Nous rappelons que d'un point de vue physique, nous decrivons une particule chargee 
quantique (decrite par une fonction d'onde ip), et un champ electromagnetique classique. 
Nous supposons que ce champ influence la particule, mais que celle-ci n'influence pas le 
champ|^] 

3.2,4,1 Necessite d'une description geometrique 

La situation decrite plus haut est insatisfaisante pour deux raisons : 

1. L'experience de Aharonov-Bohm montre que les champs E,B ne sufflsent pas a 
decrire l'effet du champ electromagnetique sur une particule quantique : il faut 
l'expression des potentiels A, U. 

2. Cependant, ces potentiels A, U ne sont pas uniquement determines : un changement 
de choix de Jauge arbitraire ne change pas leur effet sur la particule quantique. 

Nous allons voir qu'il peut y avoir une description unique et complete du champ electroma- 
gnetique, en utilisant une description geometrique adequate. De la meme maniere que les 
coordonnees polaires ou cartesiennes sont des choix differents pour decrire un point dans 
le plan, differents choix de Jauge, decrivent les meme champs electromagnetiques. 



3,2,4,2 Autre ecriture de l'equation de Schrodinger avec la derivee covariante 



On peut ecrire l'equation de Schrodinger (3.2.5), sous la forme : 
y-ih^j. + Q U J 4> + (-ifiV - qA) 2 ip = 0 

Soit : 



-ihD t if> + -ihD V = 0 



avec l'operateur appele derivee covariante 



D : 



D, 



D„ 



etc... 



(_§_ _ -qA x \ 

\dx 1 h ) ' 

qui a une expression identique sur les quatre axes de l'espace-temps. 

Nous allons maintenant donner une description geometrique de la derivee covariante 
definie ci-dessus, qui montrera la signification du changement de Jauge. 



3,2,4,3 La fonction d'onde comme une section d'un espace fibre sur l'espace- 
temps 

La fonction d'onde ip(x,t) G C est une fonction qui associe une valeur complexe a 
chaque point m = (x,t) de l'espace-temps. D'apres (3.2.7), la phase de cette valeur com- 
plexe n'est pas uniquement determinee. 



5. Voir discussion a la section 



3.2.5 



a propos de cette hypothese. 
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Cela nous amene a supposer que a chaque point m de l'espace-temps M, est associe un 
plan vectoriel complexe, appele fibre F m , identique a C, mais sans choix d'axe reel precise. 
Cependant la norme d'un point / G F m est definie, si bien que chaque fibre a une "symetrie 
de rotation autour de l'origine". Ainsi si Ton veut associer un nombre complexe c £ C a 
/ G F m , il y a le choix arbitraire d'une phase a faire, comme voulu. 

La fibre F m pour chaque m G M est un plan complexe de dimension 1. Considerant, 
tous les points m de l'espace temps, l'ensemble de ces fibres forment un espace fibre sur 
l'espace-temps. La fonction d'onde d'une particule quantique est le choix continu d'un 
point s(m) G F m dans chaque fibre : on dit que c'est une section de l'espace fibre (car 



la section "coupe" chaque fibre). Voir figure 3.2.2 




Espace-temps M x,y,z 



Figure 3.2.2 - La fonction d'onde vue comme une section d'un espace fibre sur l'espace- 
temps. Les cercles representent les points de norme 1. 



3.2.4.4 Le champ electromagnetique comme une connexion sur ce fibre vec- 
toriel 

L'espace fibre est l'union des fibres F = \J m F m . Chaque fibre est "collee" a sa voisine 
(notion de continuity), mais comme nous l'avons dit il n'y a pas d'axe reel privilegie dans 
aucune fibre et done pas d'identification privilegie entre un point d'une fibre et un point 
d'une fibre voisine, a priori. 

Cependant, c'est "le role" du champ electromagnetique que d'identifier les fibres voisines 
entre elles, de les "connecter". Nous donnons d'abord la description geometrique de cette 



connexion sur la figure 3.2.3, puis nous verrons comment l'exprimer en formules mathema- 
tiques plus loin. 

Si m et m + 5m sont deux points infiniment proches de l'espace temps (distants par 
un vecteur tangent "infinitesimal" note 5m), chaque point de la fibre F m est connecte a un 
point de la fibre F m+ s m ■ Cette connexion preserve la norme, et Vinvariance par rotation 
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dans chaque fibrefj On suppose que cette connexion existe entre met m + 5m pour tout 
point m de l'espace-temps et tout emplacement infinitesimal 5m. 

Affirmation : la section s (m) et la connexion sont les seuls objets 
geometriques necessaires pour decrire la particule quantique et le champ 
electromagnetique interagissant avec elle. 

Nous allons maintenant justifier cette affirmation en retrouvant les expressions habi- 
tuelles de l'electromagnetisme a partir de ces seuls objets. 




/ 8m 1 

/ m m+dm 

Espace-temps M 

Figure 3.2.3 - Le champ electromagnetique est represents par une connexion qui connecte 
la fibre F m a chaque fibre voisine F m+ $ m . 




3.2.4,5 Signification geometrique de la derivee covariante V et courbure de la 
connexion 

A partir de ces deux objets geometriques (section et connection) voyons ce que Ton peut 
dire. En un point donne m G M de l'espace-temps, et pour un deplacement 5m donne, 
on peut comparer la section et la connexion. Plus precisement, voir comment la section 



s'ecarte de la connexion. Voir figure 3.2.4 Cet ecart est un vecteur de la fibre F m , et note : 



v Sm s e F, 



lit 



et appele derivee covariante de la section selon le vecteur 5m. 

Par ailleurs considerons deux vecteurs tangents de l'espace temps 5mi,5m2, et le petit 
parcourt qu'ils definissent, partant du point m. Si Ton part d'un point de la fibre / G F m , 
et que Ton passe d'une fibre a une autre, au dessus de ce parcourt, en suivant la connexion, 



6. On dit alors que cette connexion a le groupe de symetrie U(l) (qui est precisement le groupe des 
transformations de C preservant la norme). 
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Fibre 




Derivee covariante D s 

dm 



connexion 



Espace-temps M 



x,y,z 



Figure 3.2.4 - La derivee covariante exprime l'ecart entre la section et la connexion (ou 
transport parallele) 

on revient a la fibre de depart F m , mais en un autre point /*. L'ecart obtenu, appele 
holonomie du parcourt est une phase infinitesimale exp (iSip) que Ton note : 



Le nombre reel J r (s mij s m2 )( m ) es t appele courbure de la connexion au point m, selon 
les directions 5mi,5m 2 . 

Remarques : 

° J r {8m 2 ,5m 1 ) = ~ (5 mi ,5m 2 ) ■, montrant que T est antisymetrique (c'est un champ de 

tenseurs de rang 2 anti-symetrique, ou 2-forme).[^] 
o Remarquons aussi pour une generalisation future a d'autres theories de Jauge, que 

le changement de phase exp (idip) est la seule transformation autorisee dans la fibre 

F m qui preserve la norme. On dit que T est un generateur (element de l'algebre de 

Lie) du groupe U(l). 

3.2.4.6 On retrouve les expressions habituelles de l'electromagnetisme et l'in- 



On a decrit la derivee covariante et la courbure sur un schema de fagon precise mais 
geometrique. Pour faire des calculs, il nous faut des expression numeriques, et pour cela il 
faut faire le choix de coordonnees dans chacune des fibre. 

7. Rappelons qu'un tenseur contravariant de rang k est un objet geometrique en un point m 
de l'espace-temps qui s'applique sur k vecteurs tangents lineairement et renvoie un nombre. Un tenseur 
contravariant antisymetrique de rang k est aussi appele une fc-forme. 



5ip = T(Smi,6m 2 )(™>) 



variance de Jauge 
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Fibre 




Espace-temps M 



x,y,z 



Figure 3.2.5 - La courbure T exprime la difference de phase obtenue apres avoir suivi la 
connexion au-dessus d'une petite boucle de l'espace-temps. 

Le choix d'une Jauge (aussi appele trivialisation du fibre) est le choix d'un axe reel 
de reference dans chacune des fibre F m . Ce choix est arbitraire, il n'a pas de signification 
physique, mais permet d'exprimer les objets geometriques precedents. (Comme le choix 
d'axes gradues sur le plan permet de reperer les points par des coordonnees). Dans chaque 
fibre F m , le choix de Jauge revient done a associer le nombre 1 a un point arbitraire (de 
module 1) r(m), appele section unitaire de reference. 

La fonction d'onde ip : Par rapport a la section de reference r(m), la valeur de la 
section s(m) est caracterisee par le nombre complexe if)(m) G C en ecrivant : 



La section s est done caracterisee par la fonction d'onde complexe ij){m). 

Le potentiel electromagnetique A : En un point donne m £ M, et pour un vecteur 
tangent 5m donne, l'ecart que fait la section de reference r avec la connexion s'exprime 
par la derivee covariante (T>8m r ) (m) £ F m . Comme r(m) est de module 1, et que la 
connexion conserve la norme (sur la figure, r (m) et D§ m r forment un angle droit dans la 
fibre, traduisant la multiplication par i), cet ecart s'exprime done comme 



ou Asm est un nombre reel (i.e. A est un tenseur de rang 1, ou 1-forme). Voir figure [3^6 



La derivee covariante : L'ecart de la section s par rapport a la section de reference, 
selon la direction 5m est ds$ m = (dip) Sm r. Noter que cet ecart depend du choix de r et n'a 



s(m) = ip{m) r(m). 



(D Sm r) (m) = {iA Sm ) r(m) 
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Espace-temps M 



Figure 3.2.6 - Le potentiel electromagnetique A exprime comment la section de reference 
r s'ecarte du transport parallele (ou connexion). 



done pas de signification physique. Mais en utilisant cette section de reference, la derivee 
covariante se decompose en deux termes, d'apres^jla figure 3.2.7 : 



V Sm S = T>6m (#) = ((<#) 5m + «Atm i>{jn)) T 

Chacun de ces deux termes depend du choix de r mais la somme n'en depend pas. 

A. d_ d_ 
dx ' dy ' dz ' dt ' 



Ainsi en prenant pour 5m tour a tour les quatre vecteurs tangents 5m — " '' " " 



d'un referentiel donne, la derivee covariante s'ecrit 

/ 



\ 



\ 



J 



avec la derivee covariante de la fonction d'onde (deja introduite plus haut) 

d .qA x 



D x ip = {dip) a/ax + iAa/dx *P 



dx 



h 



a condition de poser : 



A, 



d/dx 



qA 3 



H ' ~ 9/9y h 

(on fait de meme pour D y ,D z ,D t ). 



qA y 



A, 



d/dz 



h 



A, 



a/at 



qU 



8. Cette relation s'ecrit aussi V (ipr) = (dip) r + ipT>(r), et s'appelle la regie de Leibnitz. Elle sert de 
definition a la derivee covariante dans les ouvrages de geometrie. 
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Espace-temps M 



Figure 3.2.7 - Decomposition de la derivee covariante, en utilisant la section de reference 
ip m r (ici ip m est une constante). 



Le tenseur electromagnetique et la courbure F : Montrons que la courbure F 
definie ci-dessus s'identifie avec le tenseur electromagnetique F de l'electromagnetisme. 
Considerons l'exemple ou Ton choisit les deux vecteurs deplacements selon des axes du 
referentiel :5mi = d/dx et £m 2 = d/dy. On calcule : 

F(d/dx,d/dy) — i (9 x Ay — d y Ax) r 

avec le tenseur electromagnetique F XtV = (d x A y — d y A x ) etc.. pour les autres composantes. 
Demonstration. D'apres la figure 

F{d/dx,d/dy) = F> x V y T — V y V x r 

or d'apres la regie de Leibnitz 

V x V y r = V x {iA y r) = i (d x A y ) r + iA y {V x r) 



done 



F(d/dx,d/dy) = DncVyr — V y V x r 

i i^xAy dyAx) t 



□ 
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Effet d'un changement de Jauge : Si on change de choix de section de reference en 
p os ant 

r'(m) = e^ gx{m)/h r(m) 
avec m — > X ( m ) fonction reelle, alors par definition on doit ecrire 

s(m) = ijj(m)r(m) = ip' \m)r (m) = ip' ' {m)e~ iqx<ym ^ h 

la valeur de ip'(m) est done changee par une phase : 



rim 



i[) (m) = e l h ip (m) 



comme sur la relation (3.2.7). De meme la valeur de A = | (— A, U^j change selon 



A' = A + gradx, U' = U - d t \ 



comme les formules de transformation de Jauge (3.2.3). 



Demonstration. Utilisant la regie de Leibnitz 



= d x (e- igx/h r) + e- igx/h V x r 

= -i (d x x) e~ iqx/h r + e- iqx/h iA x r 
n 

= t(-\(d xX )+A x ) e-Wr 



Par ailleurs 



V r r' = iA'r' = iA'y = iA'e' iqx/h 7 



Par identification on deduit 



donnant 



A x =A x -\ (d xX ) 



A' x = A x + d xX 
etc... pour les autres composantes y, z, t soit 

A' = A + gradx, U' = U - d tX 



□ 
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Resume 

o En theorie de Jauge de l'electromagnetisme, la particule quantique est une section 
d'un fibre vectoriel sur l'espace-temps. 

o Le champ electromagnetique est decrit par une connexion de ce fibre. La courbure 
du fibre qui represente l'holonomie infinitesimale exprime la presence de champs 
electrique et magnetique (c'est le tenseur F^). 

o L'equation devolution de Schrodinger fait intervenir la derivee covariante qui ex- 
prime l'ecart que fait la section avec la connexion du fibre. 

o Un choix de Jauge est le choix d'un repere dans chacune des fibres, et permet 
d'obtenir des expressions en terme de fonction numeriques (et champs de tenseur). 
Mais ces expressions dependent de ce choix. 

3.2.4.7 Generalisation : Theories de Jauge de Yang-Mills 

II est facile de generaliser la description precedente en considerant d'autres espace fi- 
bres vectoriels de dimension plus grande. Cette simple generalisation permet de decrire les 
autres theories de Jauges de la nature que sont la force electro-faible (force electroma- 
gnetique et force nucleaire faible) et la force nucleaire forte, aussi appelee theorie de 
la Chromo-dynamique. La force electro-faible necessite la notion de Champs de Higgs, 
et la brisure spontanee de symetrie. Pour simplifier, nous esquisserons ici seulement la 
Chromo-Dynamique. 

La theorie de la Chromodynamique permet de decrire les quarks (qui sont les champs 
quantiques de matiere ; leur fonction d'onde sera la section d'un fibre) qui subissent l'effet 
d'un champ de Jauge qui est le champ de gluons (ce sera la connexion du fibre). Tous 
ces objets la se trouvent dans les noyaux nucleaires, les protons et les neutrons et forment 
l'essentiel de ceux ci. 

Dans la theorie de Jauge Chromo-dynamique chaque fibre F m est maintenant un espace 
de dimension complexe 3. Ainsi chaque fibre est isomorphe a C 3 , mais il n'y a pas 
de repere privilegie, et done une invariance par les rotations dans C 3 qui sont representees 
justement par le groupe SU(3) (matrices 3x3 complexes unitaires de determinant 1, 
voir |FaulOh| ). 

On peut reprendre la description precedente sans difficulte (les formules sont les memes) 
et void les modifications majeures : 

o Une section de reference (ou choix de Jauge) r (m) € F m est maintenant un repere 
avec trois vecteurs de base, appeles Rouge- Vert-Bleu (par analogie lointaine avec 
la perception de la lumiere par les humains possedant trois types de recepteurs). 
Chaque fibre F m de dimension 3 est appelee "espace des couleurs". 

o Une section du fibre est une fonction d'onde de quarks. Par rapport a une section 
de reference (choix de Jauge) cette section est representee par 3 fonctions d'ondes 
{4> Rouge, 4>Vert-,4> Bleu) appelees les trois couleurs des quarks. (Bien sur, un autre 
choix de Jauge melange ces couleurs, qui sont done arbitraires.). 

o La courbure de la connexion T est une rotation infinitesimale dans la fibre F m de 
dimension 3; par consequent cette courbure est un generateur du groupe SU(3). 
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Comme ce groupe est de dimension 8 cela signifie que exprime par rapport a une 
section de reference, la courbure T est un champ a 8 composantes. Ce sont les 
8 champs de gluons possibles^ Attention que ces 8 composantes dependent du 
choix de Jauge. 

o L'equation de Schrodinger s'ecrira de la meme maniere, en faisant intervenir la 
derivee covariante. 

En fait, pour que la theorie de la Chromo-dynamique ait une utilite par rapport aux 
experiences, il est necessaire d'apporter deux ameliorations par rapport a la description 
donnee ici : 

1. Considerer la version relativiste. En effet les quarks sont "legers" (m q c 2 ~ 5 
MeV) et toujours en regime ultra-relativiste dans le noyaux nucleaire. L'essentielle 
de leur energie E est sous forme d'energie cinetique E c . Un proton au repos (ou 
un neutron) etant constitue de trois quarks, son energie est l'energie totale de ces 
quarks et d'apres E = m p c 2 = 934MeV la masse (virtuelle) du proton provient 
essentiellement de l'energie cinetique des trois quarks (u,u,d) (ou (u,d,d) pour le 
neutron) et des gluons. La matiere ordinaire de notre monde de tous les jours est 
done "virtuelle" et faite d'energie cinetique en quasi-totalite. 

2. Les quarks influencent les gluons, et il est done important de quantifier le champ 
de gluons (d'apres une remarque de la section suivante. Cela consiste a quantifier 
la connexion... ce qui n'est pas une chose aisee. De nombreux physiciens et mathe- 
maticiens cherchent encore une formulation elegante et geometrique de cela. Lire 
Particle de E. Witten 2007 (disponible sur la page web |Faua| ). La resolution de ce 
probleme n'est pas connue et est consideree a ce jour comme un des plus grand defis 
pour la physique et les mathematiques. (ref : wikipedia). 

9. Exercice de mathematique : Plus generalement, montrer que le groupe de matrice SU{n) agissant 
dans C™ est de dimension r? — 1. Ainsi dim (SU (3)) = 9 — 1 = 8. 
Solution : 

Si l'on ecrit une matrice n x n, M G SU (n) sous la forme M = e lG (on appelle G le generateur), alors 
la contrainte M unitaire s'ecrit 

M+ = M -1 e- iG+ = e- lG & G + = G 

et la contrainte que det (M) = 1 s'ecrit 

det (M) = e iTr(G) = 1 & Tr (G) = 0 

Par consequent il suffit de compter la dimension des matrices G hermitiques (Gji = Gij) et de trace nulle 
(%2i Ga = 0). Pour une telle matrice il y a n (n — 1) /2 elements complexes independants G^ hors de la 
diagonale i ^ j, soit n (n — 1) variables reelles, et n elements reels Ga independants sur la diagonale moins 
la contrainte de trace nulle, soit 



dim (SU (n)) = n (n-1) + 77,-1 = n 2 -l 
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3.2.5 



Remarque importante sur la necessity d'une theorie quan- 
tique du champ electromagnetique 



Le Hamiltonien (3.2.4) decrit la dynamique d'une particule quantique sous Vinfluence 



d'un champ electromagnetique classique dit exterieur. II est tres important de comprendre 
qu'il n'est pas possible de decrire Taction inverse i.e. l'influence de la particule quantique 
sur le champ classique, bien que cette influence reciproque est bien presente dans la na- 
ture. Nous allons montrer que pour le faire il est necessaire de considerer le champ 
electromagnetique comme quantique. 

Ceci est tres general : on peut parfaitement avoir un modele physique coherent decrivant 
l'influence d'un sous systeme classique sur un sous-systeme quantique, mais pas l'inverse. 
On peut bien sur avoir un modele coherent decrivant l'interaction entre deux systemes 
classiques (par exemple l'electrodynamique classique, qui decrit un champ classique avec 
des particules chargees classiques), ou entre deux systemes quantiques. L'exemple suivant 
explique simplement pourquoi. 

En electrodynamique classique, un electron accelere emet une onde electromagnetique 
(rayonnement), issue du lieu x ou l'electron est present. 

Si maintenant, cet electron est une fonction d'onde quantique localisee en x\ (toujours 
accelere) notee \x\ > on s'attend a ce qu'il emette une onde electromagnetique issue de 
x\ notee \em\ >, le resultat serait alors \x\ > <S>\emi >. De meme si l'electron est en 
\x2 >, on obtient \x2 > (8)|em 2 >. Mais la mecanique quantique de l'electron permet un 
etat superpose comme \ip >= \x\ > +\x 2 >, (ou l'onde de l'electron est de-localisee) et qui 
d'apres le principe de superposition, devrait donner : 

\etat final >= \x 1 > <S>\emi > +\x 2 > ®|em 2 > 

c'est a dire une superposition de deux ondes electromagnetique, ce qui ne rentre pas dans 
le cadre de l'electromagnetisme classique, mais necessite bien une description quantique. 

Champ 
rayonne 




Particule lxj> lx^> 
Figure 3.2.8 - Schema montrant l'etat \etat final >= \xi > ®\em\ > +\x 2 > ®|em 2 >. 



Cela est relie a une importante problematique qui date depuis les annee 1920 et encore 
actuelle qui est de rechercher la theorie quantique de la gravitation. C'est la meme 
situation que precedente, avec le champ de gravitation remplagant le champ electroma- 
gnetique. En effet la theorie d'Einstein de la relativite generale est une theorie classique, 
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qui decrit la dynamique du champ de gravitation classique (plus precisement le champ me- 
trique de l'espace-temps). Dans cette theorie classique, le champ de gravitation influence la 
matiere et inversement la matiere influence le champ de gravitation. Par exemple le Soleil 
emet un champ gravitationnel que ressent la Terre et determine sa trajectoire circulaire au- 
tour du Soleil. Mais la theorie quantique apparue dans les memes annees, decrit la matiere 
comme quantique. Puisque celle-ci influence le champ de gravitation, il faut done selon 
cette analyse une theorie quantique de la gravitation. La recherche d'une telle theorie est 
toujours d'actualite. Les efforts les plus actifs en ce moments concernent la "M-theorie" et la 
"theorie des cordes". Ref : |http://www.damtp. cam.ac .uk/user/gr/public/qg_ss . html. 

Peut etre que ces arguments sont trop na'ifs, et que la physique connaitra un plus grand 
bouleversement pour resoudre ces questions. 



3.3 (*) Niveaux de Landau et spectre fractal de Hof- 
stadter 

Dans l'exercice suivant, on propose d'etudier des electrons bidimensionnels dans un 
champ magnetique constant, avec un potentiel periodique. 

o Sans potentiel, le spectre est simple : ce sont les niveaux de Landau, 
o Avec le potentiel periodique, le spectre est fractal et a ete etudie dans D. Hofstad- 
ter, "Energy levels and wave functions of Block electrons in rational and irrational 
magnetic fields" Phys. Rev. B 14,2239, (1976). II est (partiellement) observe experi- 
mentalement dans : Albrecht et al. "Evidence of the Hofstadter Fractal energy spec- 
trum in the Quantized Hall Conductance " Phys. Rev. Lett. 86,147 (2001). Chercher 
"hofstadter butterfly'''' dans Google. 

Exercice 3.3.1. On considere des electrons libres, confines dans un plan (x,y) (entre deux 
couches de semi-conducteurs). On impose un fort champ magnetique transverse, constant 
et uniforme B = B e z , B = 0.21Tesla. On suppose les electrons independants. 




De plus on suppose que dans ce plan, les electrons subissent un potentiel periodique 
V(x,y) de periode X = 0, 2/xm, (respectivement en x,y), qui est cree par des grilles elec- 
trostatiques artificielles. 

1. Montrer que A = [A x = —\By, A y = \Bx, A z = 0) est une expression possible 
pour le potentiel vecteur. Ecrire le Hamiltonien H = A- (p — eX) + V (x, y) decri- 
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vant la dynamique d'un electron, a partir des operateurs (x,p x ,y,p y ), (sans deve- 
lopper). 



(a) On propose d'effectuer le changement de variables suivant (x, p x , y, p y ) — >■ ( Q, P, q, 



Quelles sont les unites physiques de [Q, P, q,pj ? Calculer les commutateurs des 

operateurs (Q, P, q,pj deux a deux, pour verifier que ce sont bien des variables 
canoniques ? On introduira une "constante de Planck effective" 

h 



h 



eff 



eBX 2 



Exprimer h e ff a partir du flux <fi = BX 2 de B a travers la surface elementaire 
X 2 et du "quantum de flux" ou fluxon <fi 0 = h/el 

(b) En introduisant la frequence cyclotron u = eB/m, donner I'expression de H en 
fonction des nouveaux operateurs ^Q,P,q,pj, (hu), X et h e ffl 

(c) Dans le cas d'un potentiel nul, V = 0, donner I'expression des niveaux d'energie 
E n de H } appeles niveaux de Landau, et donner leur multiplicite. Interpreta- 
tion ? 

(d) Dans le cas V quelconque, remarquer que H est periodique par rapport aux 
variables (q,p). Donner I'expression des operateurs de translations T g ,T p qui 
correspondent a cette periodicite et qui commutent done avec H (Attention a 
ne pas confondre h e ff et h). 

(e) En utilisant la relation de Glauber (e^e^ = e^'^e^e^ valable si 



A. 



B. 



A, B 



0 si et seu 



A,B 



T T 



- 0 ), exprimer T q T p a partir de T p T q ? Deduire que Ton a 
ement si 

— - — = N en : entier (3.3.1) 

27ih eff 

Traduire cette condition en terme du flux (f> = BX 2 de B a travers la surface 
elementaire X 2 , par rapport au quantum de flux (f> 0 = h/el 
Application numerique : que vaut N pour les valeurs de B = 0, TlTesla et 
A = 0, 2 /im, h = 6,6.10" 34 J.s., e = 1,6.10~ 19 C? 



(f) En supposant la condition (3.3.1 ) remplie, et en analogie avec la theorie de Bloch 
pour les cristaux, deduire la nature du spectre de H ? 

(g) On suppose maintenant V faible mais non nul, et on s'interesse au premier niveau 
de Landau ; on supposera done que les variables (Q, P) sont "gelees" et seuls le 
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degre de liberie (q,p) subsiste. D'apres ci-dessus une fonction d'onde stationnaire 
ip(q) est 1-periodique et sa transformee de Fourier ip (p) est aussi 1-periodique. 
Montrer que l'espace de ces fonctions est de dimension N. Que devient done le 
premier niveau de Landau sous l'effet de la perturbation de V ? 

(h) Une variation continue de la valeur du flux 0 implique une variation continue de 
la valeur de l/(2nh e ff) (parmi les nombres reels). En utilisant le fait que tout 
nombre reel s'approche par un rationnel a/b G Q, montrer comment on peut se 
ramener a la condition (3.3.1), etudiee ci-dessus (Aide : il faut considerer une 
cellule elementaire differente). Discuter alors Failure fractale du spectre du pre- 
mier niveau de Landau, obtenu numeriquement sur la figure ci-dessous, appelee 

(pour V(x,y) 



papillon de Hofstadter 



10 



Cste (cos(x/X) + cos(y/X))). 



Wjr ■* k 1 



■- \i» 



, ic i i a i ii il/n 1M |1 

3/4 
lque 

Flux magnetique ce /<J> 



3.4 Conseils de Lecture 

o Sur l'invariance de Jauge : Cohen-Tannoudji |CBF] , complement H in . 

o Niveaux de Landau : Cohen-Tannoudji [CBFJ, complement E VI . 

o Effet Aharanov-Bohm : Sakurai p7J85j, chapitre 2.6. 

o Documents sur la page web du cours (Article de Witten). 



Pour approfondir : 

o L'aspect geometrique de l'electromagnetisme et des theorie de Jauge : 

— Nakahara |Nak03j . 

— Notes de cours de M2. [FaulOaj 



10. Ce spectre a ete etudie dans D. Hofstadter, "Energy levels and wave functions of Block electrons in 
rational and irrational magnetic fields" Phys.Rev.B 14,2239, (1976). II est (partiellement) observe expe- 
rimentalement dans : Albrecht et al. "Evidence of the Hofstadter Fractal energy spectrum in the Quantized 
Hall Conductance " Phys. Rev. Lett. 86,147 (2001). Chercher "hofstadter butterfly" dans Google. 
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Chapitre 4 
Particule de spin 1/2 



Dans ce chapitre nous montrons comment decrire les degres de liberie interne d'une 
particule formes par son spin (moment angulaire intrinseque). 

Jusqu'a present, l'etat quantique d'une particule est decrite par sa fonction d'onde \ip >. 
Celle ci est vue comme un vecteur de l'espace de Hilbert H = L 2 (R 3 ) (qui est de dimension 
infinie). 

Pour certaines particules (electron, neutron, protons,. . .voir plus loin) l'experience montre 
qu'elles possedent un moment cinetique intrinseque s, appele spin, et qu'il y a seule- 
ment deux etats de spin distincts. "to spin" signifie "tourner sur soi-meme". Nous verrons 
que c'est l'image que Ton peut se faire d'un electron. La direction du spin est la direction 
de l'axe rotation. 

Dans l'experience de "Stern-Gerlach" un faisceau de particules neutres (comme le neu- 
tron) toutes dans le meme etat initial, traverse un champ magnetique non homogene. 
Le champ magnetique interagit avec le moment cinetique s de chaquc particule, et par 
consequent la trajectoire de chaque particule est deflechie selon la valeur de son moment 
cinetique intrinseque s. On observe deux trajectoires distinctes a la sortie du dispositif, 
correspondant a deux etats de spin orientes parallelement (ou anti-parallelement) a l'axe 
z , que Ton notera respectivement \+ z >, \— z >. 

Le detail sur l'interaction du spin avec le champ magnetique sera presente dans la 
section 14.91 



4.1 L'espace des etats de spin 
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Faisceau 




Figure 4.0.1 - Dispositif de Stern-Gerlach separant les etats de spin |+ z > ou |— z > de 
la particule. 



Definition 4.1.1. on part de deux principes a priori : 

1. Tout d'abord le principe suggere par l'experience (et le formalisme quantique, 
autorisant les superpositions d'etats) que l'etat de spin \s > de la particule est 
decrit par un vecteur dans un espace vectoriel complexe note 7-L sp in qui est de 
dimension deux, engendre par les deux etats orthogonaux \+ z )%\— *)• Ces deux 
etats correspondent a des spins hauts et bas paralleles a l'axe z. Autrement dit un 
etat de spin general est de la forme : 



\s) = a\+ z )+b\- z ) e U 



spin i 



a,beC 



(4.1.1) 



2. Le deuxieme principe est qu'iZ n'y a pas de direction privilegiee (dans l'uni- 
vers). 



Remarques : 

o Pour relier cet etat de spin \s) = a\+ z ) + b\— z ) a la "mesure du spin selon l'axe z" 
dans l'appareil de Stern-Gerlach, figure |4~0TTj rappelons que le principe de la mesure 
stipule que la probabilite d'observer la particule dans le faisceau superieur sera alors 
p = = et la probabilite P = l± rl4^ = de l'observer dans 

+ <s|s> |a| 2 +|6| 2 F (s\s) \ a \ 2 +\b\ 2 

le faisceau du bas. Apres une detection, si la particule a ete detectee dans le faisceau 
du haut (par exemple), l'etat de spin sera \s) = \+ z ). 



o Le probleme dans l'ecriture (4.1.1) de l'etat \s > ci-dessus, est que l'axe z semble 



jouer un role privilegie, en contradiction avec le deuxieme principe enonce. II nous 
faudra trouver une description d'un etat de spin sans faire reference a une direction 
privilegiee. 

o (*) Mathematiquement, la question precedente correspond a chercher une "repre- 
sentation projective du groupe de rotation SO(3) dans l'espace C 2 ". La theorie des 
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representation montre qu'elle existe et est unique. Ce sera X>i/2- 
3 Une autre question qui se pose est que les etats \+ z >,|— z > correspondent a une 
direction du moment cinetique particuliere dans l'espace (haut et bas). Est-ce qu'il 



en est de meme pour l'etat general \s >, (4.1.1)? A quelle direction s correspond 
t-il ? On repondra a cette question dans la section [44 
3 La description quantique du spin est plus simple que la description de la fonction 
d'onde car l'espace de Hilbert est ici de dimension 2 seulement. Par contre, l'inter- 
pretation geometrique de cet espace est assez delicate, nous allons done le faire de 
fagon progressive. 

3 Remarque tres importante : lorsqu'il s'agit du spin 1/2 il est question de deux 
espaces qui entrent en jeu et qu'il ne faut pas confondre : V espace quantique du 
spin H S pin definit plus haut qui est un espace vectoriel complexe de dimension deux, 
et l'espace ordinaire IR 3 qui est un espace reel de dimension 3 avec les variables de 
position (x, y, z). 

La premiere observation est que dans l'espace ordinaire, la representation des etats 
1+2 >, |— z > forme un angle de 180° entre eux, alors que dans l'espace de spin 7-L sp i n , 
ils sont orthogonaux, et forment done un angle de 90°. Imaginons un etat de spin 
\sg > intermediaire, qui dans l'espace ordinaire, est l'etat \+ z > tourne de Tangle 6 
autour de l'axe y. Ainsi \sg =0 >= \+ z > et \sq =7T >= \— z >. Par consequent dans 
l'espace de spin : 

\s g >= cos ( | j |+ z > +sin (I J \— z > (4.1.2) 



decrit un etat de spin quelconque dans le plan (x,z). Cela est clair sur la figure 

3 L'etat \sg > que nous venons de construire s'obtient par Taction d'une rotation 
d'un angle 6 autour de Taxe y. On note R y {6) Toperateur unitaire qui effectue cette 
operation et done : 

\s e >= R y (6)\+ Z ) = cos ( °- ] \+ s ) + sin f 9 - ] \- z ) 



2 J 1 ' V 2 . 

La rotation de l'etat initial \— z ) est de meme (il est orthogonal au precedent) : 

Ry(0)\- z ) = -sm(^j |+ 2 > + cos f^j \- z ) 

En multipliant les equations precedentes par (± z \ on obtient les elements de matrice 
{± z \Ry(6)\± z } de Toperateur de rotation R y (6) dans la base \± z ) : 

fl„ (() ) S(b « lt>) (~ S ( |) -^|)) (4.1.3) 

3 Comme les rotations autour de Taxe y fixe, verifient la relation de groupe R y {62) R y (Qi) 
R y (61 + 62) (comme la fonction exponentielle) il est naturel de poser R y (9) = 
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exp ^— jfiS y j ou S y est une matrice 2x2 appelee generateur des rotations du 
spin autour de l'axe y (ou operateur de spin). On le calcule facilement d'apres 



f e R y (9) ) = -\S y . Cela donne 



S ',, 



>h ( ~R y (9) 



h 

2^' 



a 



y ■' 



0 -i 

1 0 



e/2 




ls 0 > 



Espace ordinaire: R 3 



Espace de Spin : C : 



Figure 4.1.1 - Pour un spin dans le plan (x, z), l'espace ordinaire et l'espace de spin sont 
directement relies. 



4.2 Rotation de 2tt et 4tt d'un spin 



On observe sur la figure (4.1.1), que une rotation de (2tt) change le signe du vecteur 
dans l'espace de spin : 

R y (2n)\+ Z >= -\+ z > 
Seulement une rotation de (4-7r) ramene l'etat de spin a son etat initial : 

^,(4tt)|+ 2 >= \+ z > 



Plus generalement, d'apres (4.1.3) on a 



R y (2tt) = -Id, Ry (4tt) = Id. 

Ce signe (— ) est assez surprenant. On peut penser au premier abord qu'il est non 
detectable car une mesure detecte des probabilites, le module des amplitudes, et non pas 
les phases. Mais on peut imaginer de separer le faisceau en deux et de detecter les phases par 



un phenomene d'interferences, comme sur la figure (4.2.1 ). Une interpretation geometrique 



est de dire que l'espace de spin est un double recouvrement de l'espace des directions 
de l'espace ordinaire. Ainsi une rotation de 2n ne suffit pas a obtenir l'etat initial, il faut 



47T. Voir figure (4.2.2). Voir plus loin une discussion plus precise. 
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Spin Flipper 




l+z> 

Amplitude nulle detectee 

Figure 4.2.1 - Le spin-flipper effectue une rotation de 2ir = 360° a la direction du spin. 
Par consequent a la sortie l'etat est — \+ z >, et au lieu d'interference, 1'amplitude est 

\ + z > -\ + z >= 0. 




Figure 4.2.2 - Schema du double recouvrement. 



4.3 Generateurs des rotations et matrices de rotation 



Les operateurs de rotation R y {6) autour de l'axe y forment un groupe a un parametre 



6 d'apres les 3 criteres (4.3.1) : 



Ry(9l)Ry(9 2 ) 

f R y {e) 



R y {0\ + 9 2 ) ■ loi de composition 
R y (0) = Id : element neutre 



-1 



R,, 



inverse 



(4.3.1) 
(4.3.2) 

(4.3.3) 



On notera de meme R x (9), R z (9) les operateurs de rotation autour des autres axes de 
base x, z respectivement. 

On peut considerer les generateurs correspondant a ces rotations comme pour eq(??) : 
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Definition 4,3.1. L'operateur de spin selon y note respectivement S y est le generateur 
de l'operateur de rotation R y (6) c'est a dire : 

V0, R y (9) = exp (jrQSy) (4-3.4) 



De meme pour les autres axes : 



yo. rjo) = (>x P ( -^esA , r z (9) = expire si, 



Remarque : de fagon equivalente, on peut ecrire l'equivalent de l'equation de Schrodin- 
ger : 



dlsg > ( —iS v , . , 

dQ = ) \s e >, avec \s e >= R y (9)\+ Z > 



et de meme avec les axes x, z. 
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Proposition 4,3.2, Dans la base |± 2 ), 

Les operateurs S x ,S y ,S z sont represents par les matrices : 

c = ? 

^x,y,z — (base |± z >) c^x^y^i 

avec les matrices de Pauli : 

a '={l 0 ) ' ^ = ( °i 0* ) ' ^ = ( 0 -1 ) (4 ' 3 ' 5) 

Les (/era valeurs propres de chacun de ces operateurs sont (±h/2). C'est 
a dire que Von a 

awec /es vecteurs propres de S x donnes par : 

\+x) = A= (\+z) + I",)) , I-,) = (|+ Z > - |-,)) 



et ceux de S y : 



\+y) = (1+,) + »!-*)) , h«> = (1+,) " i\~z)) 



Remarques : 

o Les vecteurs propres respectifs des operateurs S x , S y , S z correspondent a des etats de 
spins respect, paralleles aux axes x, y, z car ils qui sont invariants par ces rotations. 
On note l'ensemble de ces trois operateurs par un operateur vectoriel : 



S '. (^S X , Sy, Sg] 



o Les operateurs autoadjoints S x , S y , S z sont interpretes ici comme des generateurs 
des operateurs unitaires de rotation R x (9), R y (9), R z (9). Mais comme remarque page 



(90), une autre interpretation est que ce sont des observables lors d'une operation 
de mesure. Par exemple dans l'experience de Stern-Gerlach ci-dessus, a cause de 
l'orientation particuliere du dispositif, la mesure est associee a l'observable S z . II y 
a done deux resultats possibles de la mesure que sont les etats \+ z > ou |— z >. Voir 
TD. 
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Demonstration. (*)Commengons par le calcul de la matrice de S y : dans la base |± 2 >, d'apres 
( iXij ) et ( |4X2t , 

•5 sin (I) "2 

/e\ i 



dR y (9) 



cW 



ih 



i 



h ( o 



o 



2 sin ( 2 ) y ,, (| 

Ensuite il suffit de diagonaliser cette matrice. Voir Section |A.2.2| page |361[ Les valeurs propres 
sont les racines du polynome caracteristique P(X) = det(S y — XI) = X 2 — (h/2) 2 , done A = ±h/2. 

On recherche maintenant le generateur S z des rotations autour de l'axe z. Comme pour 
S y , ses valeurs propres sont (±h/2) (car il n'y a pas de direction privilegiee), et les vecteurs 
propres sont \± z > car ils sont situes sur l'axe de rotation qui est fixe. Done la matrice de 
S z est diagonale dans cette base. 

Cherchons finalement S x . L'axe x est obtenu en faisant tourner l'axe y de (— 7r/2) autour de 
l'axe z, done 



A R. 




Figure 4.3.1 - Cette figure montre que \s e >= R x {9)\+ Z >= R z 
attention R x {9) ^ R z (—^)Ry(9), a verifier sur l'etat \+ y >). 



;)R y (9)\+z >■ (Mais 



7T. - * 7T 
S x = Rz{-^)S y R z {+-] 



Or 



Ainsi on obtient 



R ? 



7T 



) = exp 



S x 



e i7T/A 0 

0 e~ ilT / A 



-iS z {-n/2) 



0 -i 

1 0 



= i7r/4 



0 e +i7r / 4 



-in/4 



0 1 

1 0 



□ 



Exercice 4.3.3. "Expression d'un etat de spin \sg jtp > general" 

Un etat de spin \se,tp > associe a la direction (9,<p) en coordonnees spheriques est obtenu 
par : 

Montrer que : 



\s$, v >- 



\s 0 , v >=Rz (<p) R y (9)\+ z > 
- iv/2 cos (9/2) \+ z > +e iip/2 sin (9/2) \- z > 



4.4. (*) REPRESENTATION DE L'ETAT DE SPIN SUR LA SPHERE DE BL0CH181 



Solution : D'apres (14. 1.21) on a 



Et d'apres 



B tl {(-f)\ + , > ( * J - 2 )-sin r 



/; (r) l±:) (>X P 1 ) \±z) = exp (- (±«) | ) |± : ) 



on a 



R z {if) R y (6) \+ z >= e' llpl1 cos (6/2) \+ z > +e' Lp ' 1 sin (6/2) \- z > 
Exercice 4.3.4. "l'operateur S 2 " 
On considere l'operateur 



° x 2/ 2 



Montrer que dans l'espace T-L S pin cet operateur est multiple de l'identite : 



= n 2 -/ 



(Aide : observer queer 2 = a 2 = a 2 z = I). Ce resultat sera obtenu en plus grande generality 



en section (6.3.6) page 253 



Solution : calculer avec les matrices 2x2, dans la base \± z >. Alors S 2 = S^ + Sy + S z = 

¥ (3) Id. 

Remarque (*) : On peut obtenir le resultat S* 2 oc Id par des arguments de symetrie 
(e'est le "lemme de Schur", voir plus loin) : (1) l'operateur S 2 est invariant par rotation, et 
done si S 2 \ijj >= \\ip > est vecteur propre et >= R\ip >, alors S 2 \ip' >= S 2 R\ip >= 
RS 2 \ip >= X\ip' >. Or tout vecteur de Hspin s'obtient de cette fagon. 



4.4 (*) Representation de l'etat de spin sur la sphere de 
Bloch 



La figure (4.1.1) montre la relation entre l'espace ordinaire M 6 et l'espace de spin 1-L sp i n 
lorsque le spin est dans le plan (x,z). II y a une relation generale, pour n'importe qu'elle 
direction du spin que voici. 

Supposons donne un etat de spin quelconque : 

\s >= a\+ z > +b\- z >e Hgpin, a,beC 

On definit alors le vecteur s6R 3 par les valeurs moyennes de l'observable S dans l'etat 

Is > : 
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c'est a dire d'apres (|1.6.6[) page [68 



s y 

Sz 



<s\S x \s> 
<sjs> 

<s|5 H |s> 
<s)s> 

<s|5 z |s> 
<s|s> 



Propriete : Le vecteur s caracterise I'etat quantique \s) a une constante pres (phase pres 
si \s) est normalise). Plus precisement, le vecteur s de Vespace ordinaire, en coordonnees 
spheriques s = (9, ip, \\s\\), est relie aux composantes (a,b) de I'etat \s) dans Vespace de 
Spin par : 



a 

b 



h 

2 

cotg 



: norme fixee 

0 
2 



-%<p 



E C : si b ^ 0 



(4.4.2) 



L 'interpretation graphique de cette relation est que z = a/b est la projection stereo- 



graphique du vecteur s, voir figure (4-4- 1) 



II y a done une relation bijective entre la direction du vecteur s, et I'etat quantique 
normalise \s > (a une phase pres). 



Im(z) 



Re(z) 



Sphere de la direction du spin 
(rayon 1/2) 




Plan complexe z=a/b 



Figure 4.4.1 - Projection stereographique relie le vecteur s= (S) G IR 3 et les compo 
santes (a, b) de I'etat quantique \s >= a\+ z > +b\— z >E T-i sp in = C 2 . 



Remarques : La norme = | n'est pas surprenante. La direction (9, ip) du vecteur 
s, ne depend que du quotient z = a/b G C. Cela est attendu, car en general, le resultat 
des valeurs moyenne ne change pas si on multiplie le vecteur par une constante complexe, 
done \s' >= (a/b)\+ z > +\— z >G T-L S pin donne le meme resultat \s). 
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preuve : (TD) On pourrait calculer brutalement les valeurs moyennes^S 1 

necessaire : on verifie d'abord dans le cas ip = 0, lorsque s est dans le plan (x, z 
a la figure (4.1.1). On obtient alors z = cotg(0/2) sans calcul, en se referant a la figure (4.4.2). 



mais ce n'est pas 
. Cela correspond 




l- z > 1 z 1/2 z/2 z 



Espace de spin Espace reel 

Figure 4.4.2 - Figure montrant que z = cotg(0/2) pour la projection stereographique. 

Ensuite on obtient le cas general, en effectuant une rotation autour de l'axe z grace a l'opera- 
teur R z ((/?).□ 

Exercice 4.4.1. "Representation d'un etat de spin sur la sphere de Riemann" 

Cette representation a pour but de montrer la relation entre l'etat de spin 1/2 dans 
l'espace quantique (C 2 de dimension deux complexe), et sa representation dans l'espace 
ordinaire (x,y,z) G M. 3 (de dimension 3 reel). 

1. Soit un etat de spin 1/2 quelconque note : 

\^) =a\+ z ) + b\- z ) 

avec a, b G C. Pourquoi peut-on dire que l'etat physique de \ip) est caracterise 
seulement par le nombre complexe z = a/bl 

2. Calculer les valeurs moyennes s x = ^§^ ,s y = ,s z = < ^^ > dans cet 
etat, et les exprimer en fonction de z. On note s — (s x , s y , s z ) G M 3 , et on montrera 
que = |, done que s est sur une sphere de rayon h/2, appelee sphere de Bloch 
(ou sphere de Riemann, ou P 1 = P (C 2 ) espace projectif de C 2 ). 

3. Inversement montrer que z = cotg (0/2) e~ tip } ou (s, 9, <p) sont les coordonnees sphe- 
riques du vecteur s = (s x , s y , s z ) G M 3 . 

4. Montrer que z est la coordonnee stereographique^] du point s — (s x ,s y ,s z ) sur la 
sphere. 

1. Si M est un point sur la sphere, On place le plan complexe C, sous la sphere, tangent au pole sud. 
On considere la droite passant par le pole nord et M. Elle intersecte C au point z. On dit alors que z £ C 
est la coordonnee stereographique du point M. Voir filml de jLGA] . 
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L'espace projectif CP 1 = P(C 2 ) (*) L'association d'une sphere (ici sphere des vecteurs 
s) a partir d'un espace vectoriel de dimension deux (ici T-L S pin) est generate et ne se limite pas 
au cas du spin. Voici la construction generale dans le langage de la mecanique quantique. 

Soit % un espace vectoriel (espace de Hilbert quantique) de dimension n. En terme 
de mesure, il est impossible de distinguer le vecteur \ip > du vecteur \ip' >= X\ip > 
pour tout A G C. Pour cette raison, on appelle rayon quantique l'ensemble des vecteurs 
proportionnels entre eux. Ainsi le rayon quantique de \ip > (supposant if) ^ 0), note [if)], 
est : 

[^] = {|^ >, tels que 3A G C, \ip' >= >} . 

L'ensemble des rayons est appele l'espace projectif de H, et est note P(H). 

Par construction, un rayon est une famille a une dimension complexe (obtenu en faisant 
varier A G C), et l'ensemble des rayons est done un espace de dimension complexe n — 1, 
done de dimension reelle 2(n — 1), aussi note CP*" - " 1 ). 

Si H = C 2 est un espace a deux etats, (comme le spin), le paragraphe precedent a 
montre que l'espace projectif est une sphere. C'est a dire CP 1 = P(C 2 ) = S 2 . Dans un 
probleme a deux etats, il est souvent commode de representer revolution quantique sur 
cette sphere, aussi appelee sphere de Riemann ou sphere de Bloch. 



4.5 Groupe SU(2) de rotation du spin, et relations de 
commutation 



4.5.1 Non commutativite du groupe et relations de commutation 

Si on considere deux rotations differentes autour d'axes differents, par exemple R x (a) 
et R y (f3), alors en general le resultat de la combinaison de ces deux rotations depend de 
l'ordre avec lequel on les fait. En general : 



R x {a) Ry(P) ^ R y {f3) R x { 



a 



Cela est evident sur l'exemple de la figure |4.5.1| On dit que les deux operateurs ne com- 
mutent pas car R x (a),R y ((3) = R x (a)R y ((3) — R y ((3) R x (a) ^ 0. 

Remarquer que R y (/3)R x (a) ^ R x (a)R y (/3) <^> R~ l (f3)R~ l (a)R y (f3)R x (a) ^ I. On va 



done calculer P~ 1 P~ 1 P y P :c . Voir figure 4.5.2 

La relation suivante est importante. Elle montre que la non commutativite de ces rota- 
tions est liee a la non commutativite de leur generateurs. Le resultat est general en theorie 
des groupe. 



Proposition 4.5.1. Pour des angles tres petits a,f3 <S 1, on a 



(R y (/3))- 1 (R x (a))' 1 R y (J3) R x (a) = I - ^ 



Sy, S x 



+ o{a\f3\af3) 



4.5. GROUPE SU(2) DE ROTATION DU SPIN, ET RELATIONS DE COMMUTATIONS 




Figure 4.5.1 - Cet exemple montre que les deux rotations suivantes sont differentes : 

Ri = R x {l)R y {\) ^ R2 = Ry{^)R x (^) 




Figure 4.5.2 - Non commutativite : R^R^RyRx ^ I 
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Remarques : 

o Cette derniere relation importante montre une signification des relations de com- 
mutation en mecanique quantique : si les generateurs commutent, alors les elements 
du groupe commutent, et reciproquement. (C'est dans le cadre de Interpretation 
des operateurs auto-adjoints comme generateurs). 



Demonstration. Pour simplifier les notations, on pose : A = —iS x a/h, B = —iS y (3/h. On 
a alors 

exp (A) ~ 1 + A + -A 2 + o(a 2 ) 



Rx (oi) = exp ^— iS x a/hj 

^R x ( a ) j = exp (-iS x (-a) /fij = exp (-A) ~ 1 - A + ^A 2 + o(a 2 ) 
et de meme pour R y (/3). Alors 



RyRx 



l + B + ^B 2 ^ (l + A+^A 2 

1 + A + B + BA+ -A 2 + -B 2 + . 

2 2 



R^R- 1 = 1 - A - B + BA + \a 2 + \b 2 + . . . 



done 

R7 y 1 R~ l RyR x = 1- A + A- B + B-A 2 -AB-BA-B 2 + BA + BA + A 2 + B 2 + o{a 2 , (3 2 , a/3) 

= 1 + BA - AB + . . . = 1 + [B, A] + . . . 

= I-°y S y ,S x + o(a 2 ,/3 2 ,a/3) 

□ 

II est done important de calculer les commutateurs entre les generateurs. On trouve : 



Proposition 4,5.2, On a 



S X , Sy S X Sy SyS X IHS Z 



Sy, S z 



S Z i S x 



ihS v 



(4.5.1) 



4.5. GROUPE SU(2) DE ROTATION DU SPIN, ET RELATIONS DE COMMUTATIONS 



□ 



Demonstration, le calcul se fait avec les matrices, par exemple : 

«-wL-(5)*(Ji)(? o)-(5)'(!^)(Ji 

\)\,{\ _» 1 )=*5. 

Comme il n'y a pas d'axe privilegie, le resultat est identique en permutant les axes. 
Remarque : Ainsi 

R- l {P)R- l {a)Ry{l3)R x (a) = 1 + i°^-S z + o(a 2 , /3 2 , a/3) = R z (-a/3) + o(a 2 , /3 2 , a/3) 

qui s'interprete en disant que au premier ordre, la suite des operations (infinitesimales) 
R y 1 (f3)R^ 1 (a)R y (f3)R x (a) est equivalent a une rotation infinitesimale d'un angle (—a/3) 
autour de l'axe z. 

Noter que nous avons etabli ces resultats pour la rotation d'un spin quantique, mais 
qu'ils sont valables aussi pour la rotation d'un objet solide en mecanique classique. La 
difference entre le groupe de rotation de spin (groupe SU(2)) et le groupe de rotation dans 
M 3 (groupe SO (3)) ne se percoit pas au niveau local ou infinitesimal (ou les deux groupes 



sont isomorphes) mais globalement, comme l'a montre la section 4.2 (rotation de 2n) ; voir 
cours de math [FaulObj . 

4.5.2 Rotation autour d'un axe u quelconque 

Nous avons defini au dessus les operateurs de rotation du spin et les generateurs autour 
des axes x, y, z. 



Proposition 4.5.3. Soit u = (u x ,u y ,u z ) G M 3 un vecteur unitaire (i.e de longueur 1) 
correspondant une direction quelconque. On pose : 

Sn = u.S = u x S x + UySy + u z S z = - (u.a) (4.5.2) 

Soit un angle a 6 E et 

Ru(a)=exph^j (4.5.3) 

Ra(a) est I'operateur de rotation du spin d'un angle a autour de l'axe u, et Su 
est le generateur de cette rotation. 
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Remarques : 

o L'expression de R z (9) ci-dessus est un cas particulier de cette formule avec u = 
(0, 0, 1) pointant vers l'axe z ; et de meme pour les operateurs R x (9) et R y (9)). 

o L'operateur S$ = (j>$j est autoadjoint et de trace nulle : Tr ^£#J — 0 (car 

Tr [SxJ = TV (j^v) = ^ (j^ z ) = Done R$(a) est un operateur unitaire et de 

determinant 1 : det (ji^ (a) J = 1 (d'apres la formule d'algebre lineaire :det (e A ) = 

e Tr(A)-j j ans un eS p ace complexe de dim 2. On dit que e'est un element du groupe 
SU(2). 



4.5.3 (*) Algebre de Lie des rotations 



Pou r mieu x comprendre ce qui precede, observer que les relations de commutation ci- 
dessus (4.5.1), montrent que les trois generateurs [S x , S y , S z ) ne commutent pas, mais leur 



commutateur est encore un de ces trois operateurs. Comme defini page |103[ cela signifie que 
ces trois operateurs forment une base d'une algebre de Lie de dimension 3, appelee algebre 
de Lie des rotations, notee 1Z, formee par les combinaisons lineaires de la forme : 

S 0 = U X S X + U y S y + U Z S Z = U.geK, U= (U x , U y , U z ) G K 3 



et (4.5.1) nous assure que 4 



G TZ pour tous U, V e M. 3 . 
Exercice 11. montrer que pour U, V G M 3 , 



1 

ih 



S. 



UAV 



4.5.4 (*) Groupe de Lie des rotations 

En posant : 

— * —* 

U = au, a = U , u unitaire 

on peut ecrire 



R 



u 



exp ( --S & 



cxp 



h 



aSu = R a (a) 



qui est une rotation d'un angle a autour de l'axe u. 



On a mentionne page [125} un resultat general : en prenant l'exponentielle des elements 
d'une algebre de Lie d'operateurs, on obtient un groupe de Lie. Ainsi, ici, les operateurs de 
rotation R$ (a) (pour differentes valeurs de u, a) forment un groupe de Lie de dimension 
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3, note R S pin (ou encore Spin (M. 3 ) dans la litterature) : 

i?i Pt2 = -R3 : loi de composition interne 
Ril (0) = Id : element neutre 

(pia (a)\ = FL-a (—a) : rotation inverse 

(la premiere relation signifie la chose non triviale que la composition successive de deux 
rotation est a nouveau une certaine rotation). 

Pour specifier la rotation Pta(a), il faut trois parametres : la direction (9, ip) de l'axe 
u, et Tangle de rotation a, ou encore U = au G M. 3 . Pour cela on dit que c'est un groupe 
a trois parametres continus, ou un groupe de Lie de dimension trois. 



4.5.5 (*) Representation des operateurs de rotation dans une base : 
groupe des matrices SU(2) 

Nous allons montrer que le groupe de rotation du spin 1/2 note Spin (IR 3 ) est identique 
a un groupe de matrices appele groupe SU(2). 



Considerons un operateur de rotation R de spin 1/2, de la forme (4.5.3). Dans la base 



(|+z)j I - z))i cet operateur unitaire est represents par une matrice unitaire 2x2: 

u{ ) \(-\R+) HR-) 

C'est une matrice complexe 2 x 2 de determinant un, et unitaire. 

Par definition de telles matrices, forment un groupe appele le groupe Special Unitaire 
SU(2) : 

SU{2) = {M G Mat 2 (C) / det (AT) = 1, M + = M" 1 } 

(on verifie facilement que cet ensemble forme un groupe avec la multiplication de matrices). 

Inversement, a une matrice M G SU(2), on associe un operateur de rotation de spin R 
par la meme relation ci-dessus (voir preuve ci-dessous). 

Ainsi le groupe des rotation du spin 1/2 exprime dans une base orthonormee s'identifie 
au groupe de matrices SU(2). 

Exercice 12. Rotation du spin et groupe SU(2) 

1. Montrer qu'un generateur des rotations du spin 1/2 (i.e. element de l'algebre de Lie 
T^spin) avec U e s'exprime dans une base o.n. par une matrice hermitienne 
2 x 2 de trace nulle. Montrer inversement qu'une matrice hermitienne 2 x 2 de trace 
nulle determine un generateur Sff. 

2. Montrer que l'ensemble des matrices hermitienne 2 x 2 de trace nulle forme l'algebre 
de Lie su(2) du groupe SU{2) defini ci-dessus. Montrer que les matrices de Pauli 
a x ,a y ,a z forment une base de cette algebre su{2). 

3. Grace a l'application exponentielle, deduire que le groupe des rotations du spin 1/2, 
R S pin, exprime dans une base o.n., s'identifie au groupe SU(2) des matrices. 



190 CHAPITRE4. PARTICULE DE SPIN 1/2 

4.6 (*) Espace quantique total d'une particule a 3 di- 
mensions avec spin 1/2 

L'espace de Hilbert de la fonction d'onde, decrivant l'etat spatial de la particule est : 

Hespace = L 2 (iR 3 ) 

L'espace de Hilbert du spin, decrivant l'etat de spin est lui de dimension 2 : 



2 



Alors l'espace de Hilbert total est le produit tensoriel : 



Htot Hespace ® Hspin 



4.6.1 Remarques 

o Pourquoi le produit tensoriel? tout simplement, car il est possible d'envisager que 
la particule soit dans un etat quantique comme 

>= a \xi > \+ z > +b\x 2 > \— z > (4.6.1) 

(avec des amplitudes a, b e C), qui traduit un etat ou la position x est correlee avec 
l'etat de spin. C'est exactement le cas a la sortie de l'appareil de Stern-Gerlach, 



figure (4.0.1), ou \x% > est un etat situe dans le faisceau superieur avec spin |+ 2 ), 



et \x2 > un etat situe dans le faisceau inferieur avec spin |— z ). 



o Comme decrit page 148 le produit tensoriel d'espace de Hilbert permet l'existence 



d'etat correles qui sont surprenants pour le sens commun. C'est le cas de l'etat 



eq(4.6.1), ou l'etat de spin est correle avec la position de la particule. Si on observe 
la particule en xi, elle aura le spin \+ z >. Si on l'observe en x 2 , elle aura le spin 
\- z >. (Voir TD). 

4.6.2 Une base de 7i to t et champ spinoriels 

Les etats \x >,x e IR 3 , ferment la base (continue) de position de l'espace H spatial- 
De meme les deux etats \± z > ferment une base de l'espace de spin T-L sp in- 



D'apres la definition du produit tensoriel, voir (3.1.5), une base de l'espace 



H-tot H-espace ® H-spin 

est formee par \x, + >= \x > C8>|+ 2 > et \x, — >= \x > <g)|— z > avec le parametre continu 
x G M 3 . Autrement dit un etat general de la particule \ip >G %tot est caracterise par ses 
composantes complexes : 



if)+(x) =< x,+\ip > 
"4>-{x) =< x,—\ip > 



4.7. AUTRES DEGRES DE LIBERTE INTERNES 
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qui forme done une fonction d'onde sur l'espace a deux composantes complexes. Cela 
s'appelle un champ vectoriel a valeur dans C 2 ou plus precisement un champ spinoriel. 
C'est l'analogue du champ electrique E(x) qui lui est une fonction a trois composantes 
reelles. 

Noter que les deux composantes ip + (x),ip_(x) dependent du choix de la base \± z >, et 
dependent done du choix de l'axe z. Pour eviter de choisir une base particuliere, on peut 
dire que > est une fonction d'onde a valeur^] dans %s P in- 
Exercice 13. action d'une rotation 

Pour une particule avec spin, decrite par la fonction d'onde a deux composantes if)±(x) =< 
x, ±\tp, s >, donner l'expression de la fonction d'onde de la memc particule dans un repere 
x' obtenu par une rotation x! = Rx? 



4.7 Autres degres de liberte internes 

On dit que le spin est un degre de liberte interne de la particule, contrairement au 
degres de libertes externes que sont x,y,z. L'espace de Hilbert qui le decrit est Hspin, 
est un espace autre que celui des fonctions d'ondes spatiales Wespace = L 2 (E?). L'espace 
total est le produit tensoriel H t at — H espace <8> Wspin- 

Cependant ces deux espaces ne sont pas independants l'un de l'autre, puisque une 



transformation de l'espace comme une rotation, agit aussi sur l'espace du spin, voir (B.4.1 ). 
En physique, il y a des espaces de degres de libertes internes, autres que le spin, qui 

eux n'ont pas cet "attachement" avec l'espace ordinaire M 3 . 

o Par exemple, pour les champs elementaires, que sont les quarks, il y a un espace 
interne dit de couleurs H CO ui = C 3 de dimension trois (rouge-vert-bleu). (Atten- 
tion, les quarks ne sont pas des particules, dans le sens ou ils n'existent pas a l'etat 
individuel et libre. On parle plutot de champs elementaires, et leur description est 
dans le cadre de la theorie des champs, classique ou quantique). 
Les trois couleurs des quarks, sont dues au fait que la theorie des champs corres- 
pondantes, la Q.C.D. ("la Chromo-Dynamique Quantique" qui decrit la force 
nucleaire forte), est une theorie de Jauge avec le groupe SU(3) qui signifie qu'elle 
possede une symetrie (de Jauge) par rapport aux rotations dans l'espace des couleurs 
T-Lcoui = C 3 . L'interaction electro-faible (qui decrit a la fois l'electromagnetisme 
et la force nucleaire faible), est decrite par la theorie de Jauge SU(2) , faisant done 
intervenir un espace de degre liberte interne WfaMe = C 2 , appele charge faible. Ces 
theories de Jauge se manifestent surtout dans les collisions de particules a hautes 
energies. 

o Autre exemple (mais qui est relie aux quarks), en physique nucleaire, on considere 
le neutron et le proton comme une manifestation d'une seule particule, appelee le 
nucleon. (Car la force nucleaire ne les distinguent pas, seule la force electromagne- 
tique qui est sensible a la charge electrique, les distingue). Ainsi le proton \p > et le 



2. La formulation geometrique correcte est de considerer l'espace fibre de fibre isomorphe a C 2 (appele 
"fibre spinoriel") . ip est une section de ce fibre. 
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neutron |n > ne sont que deux etats particuliers de l'espace a deux etats du nucleon 
appele espace d'isospin, note Hisospin = C 2 , et ayant pour base \p >, \n >. Par 
exemple un nucleon peut etre dans l'etat interne d'isospin |7V >= ^ (|n > +\p >) 
qui est une superposition. Cependant cette notion d'espace d'isospin est en fait 
equivalente au point de vue plus conventionnel qui distingue le proton et le neutron. 

4.8 Mesure de spin, application recent e : la Cryptogra- 
phic quant ique 

Nous presentons une branche de la mecanique quantique, appelee l'information quan- 
tique et plus precisement ici, la cryptographie quantique. II y a des developpements 
recents, a la fois du cote theorique et experimental. 

References : [NGWHOT] . dont est inspiree cette section, et une revue recente de Pour 
la Science |1S02| . 

L'idee de la cryptographie quantique est d'utiliser un defaut bien connu de la mecanique 
quantique : 



comme un avantage dans l'echange de messages que Ton veut garder secrets, et d'eviter 
ainsi l'espionnage. 

En effet la cryptographie quantique se sert de l'enonce equivalent : 



pour etre sur que le message n'a pas ete intercepte. 

Nous allons voir precisement comment utiliser cela pratiquement. II y a deja des dis- 
positifs experimentaux de cryptographie quantique (notee C.Q.). Et la C.Q. pourrait bien 
etre la premiere application commerciale de la physique quantique fonctionnant au niveau 
de l'etat quantique individuel. 

4.8.1 Cryptographie classique symetrique a clef secrete 

Comme il est d'usage, considerons deux personnages Alice et Bob. 

Alice veut envoyer un message a Bob. Pour cela elle ecrit son message en base deux 
(suite de 0 et 1), et dispose aussi d'une clef qui est une suite de 0 et 1 de meme longueur, 
et envoie a Bob le message crypte obtenu par l'operation suivante : 



o©o = o, i e o = i, o © i = i, i © i = o. 

Exemple : message = 10100110, clef=00110111, alors message crypte=10010001. 



'Chaque mesure perturbe le systeme" 




message crypte = message © clef 



ou le signe © est l'addition modulo 2 sans retenue : 
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Exercice En supposant que Bob possede aussi la clef, quelle formule doit-il utiliser pour 
decrypter le message? 
Solution : 

message = message cn/pte © clef 

Exemple : message crypte =10010001 , clef=00110111, alors message = 10100110. 

Remarque : cette methode de cryptographie est la seule prouvee etre sans 
faille. Les inconvenients sont que Alice et Bob doivent etre les seuls a connaitre la clef 
secrete, et qu'ils disposent d'une clef secrete aussi longue que le message a se transmettre. 
Cette methode s'appelle "one time pad" (1926). La difficulte est done que Alice et Bob 
partagent une clef secrete. C'est la qu'intervient la cryptographie quantique presentee ci- 
dessous. 

La methode la plus utilisee (sur internet par exemple) est cependant un encryptage 
asymetrique a clef publique, de type R.S.A. (1978), base sur la factorisation de grands 
nombres premiers. Mais dans ce cas, il n'est pas prouve qu'il n'existe pas d'algorithme 
rapide permettant de decrypter le message. 



4.8.2 Le protocole B.B.84 pour partager une clef secrete 

Pour appliquer la methode dite "one time pad" (1926) presentee plus haut, Alice et Bob 
doivent partager une clef (suite de 0 et 1) connue d'eux seuls. 

C'est la que la mecanique quantique intervient. Cette methode a ete mise au point 
recemment et utilise non pas des spins 1/2, mais les 2 etats de polarisation de la lumiere : 
l'echange d'une clef secrete se fait via l'echange de photons dans une fibre optique. 

Pour simplifier la presentation, nous remplagons la polarisation de la lumiere par le spin 
1/2 : nous supposons que Alice et Bob echangent des particules ayant deux etats possibles 
de spin 1/2. 

Alice et Bob ont chacun de leur cote un appareil de type Stern-Gerlach qui permet a 
Alice de polariser le spin de la particule dans l'etat qu'elle veut, et a Bob de mesurcr ce 



spin par rapport a une direction choisie. Voir figure 4.8.1 



1 I 




Alice prepare un etat 



J + y> ? 



'-y> ? 



Bob mesure selon l'axe y 



Figure 4.8.1 - Alice prepare un etat de spin, polarise selon x ou y. Bob ensuite detecte 
la polarisation avec un appareil oriente selon x ou y. 



On appelle z la direction de propagation. lis utilisent deux directions possibles pour 
leur appareil : x ou y, ce qui correspond a deux bases differentes du spin, notees pour 
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simplifier : 

B x : \+ x ) = 0 , |— x ) = 1 
By : l+j,) = 0 , = 1 

(il est habituel en theorie de l'information quantique de noter une base de deux etats 
quantiques par |0), |1), et de l'appeler quantum bit ou qbit). 
Voici la sequence des operations : 

1. Alice envoie des particules individuelles a Bob. Pour chacune d'elle, elle choisit l'etat 
de spin au hasard parmi les quatre ci-dessus. 

Pour Alice, cela correspond a une suite de qbits (0 et 1) associee a une suite de 
Bases, exemple : 



0 


1 


1 


0 


i — 1 


0 


0 


B x 


B x 


By 


B x 


By 


By 


B x 



2. Pour chaque particule regue, Bob mesure l'etat de spin par rapport a une base B x 
ou By qu'il choisit au hasard. Cela lui donne un resultat, une suite de qbits (0 et 



1). Exemple : 



0 


1 


0 


0 


1 


1 


0 


B x 


By 


B x 


B x 


By 


B x 


B x 



Propriete : 



o Si Bob a fait le meme choix de base que Alice, alors il detecte le meme qbit. (En 
effet si Alice envoie |+ x ), et que Bob detecte dans la direction x, il mesurera a 
coup sur |+ x )). 

o Pour les qbits ou Bob a fait un choix different de base, il a en moyenne 50% 
d'erreurs. (En effet si Alice envoie |+ x ), et que Bob detecte dans la direction y, 
on decompose |+ x ) = ^ (\+ y ) + |— y )), ce qui donne une probability P\+ y ) = 1/2 
et^_,> = l/2) 

o Au total, Bob a done en moyenne 25% d'erreur sur sa suite de qbit. 

3. Bob annonce (publiquement) a Alice la suite de base (suite B x , B y . . .) qu'il a choisit 
(et pas les resultats). 

4. Parmi cette suite, Alice annonce (publiquement) a Bob quelle sous suite corresponds 



au meme choix. Exemple ici : 



B x 






B x 


By 




B x 



5. Alice et Bob ne gardent chacun que cette sous suite de qbit, ce qui correspond en 
moyenne a 50% des evenements. Cette suite de 0 et 1 est finalement leur clef 
secrete. Exemple ici : (0,0,1,0). 

Pour etre sur que cette clef est secrete (i.e. connus d'eux seuls) il faut montrer que une 
tierce personne nommee Eve ne puisse intercepter leur echange de qbit sans que Bob et 
Alice ne s'en apergoive (Eve est le nom habituel donne a l'espion en cryptologie, et vient 
de l'anglais eavesdropper—' qui ecoute aux portes"). 
Pour cela : 
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Theoreme de non-clonage : "Eve ne pent pas faire une copie de qbits sans les perturber" 
preuve : Supposons la possibility d'une operation ideale de copie (i.e. sans perturbation) d'un 
etat quantique par Eve dans un registre, symbolisee par la transformation : 

\rp) <g> \Registre) <g> \Eve 0 ) — > ® \tp) 0 \Eve^) 
Applique aux etats \+ x ), \—x), cela donne : 

\+ x ) tg> \Registre) <g> \Eve 0 ) — > \+ x ) ® \+ x ) <g> \Eve+) 

\— x ) <g) \Registre) ® \Eveo) — > \— x ) <g) |— x ) Cg) \EveJ) 
et d'apres le principe de superposition, on aurait pour \+ y ) = (|+sb) + \ ~x)) 

\+ y ) <g> \Registre) <g) \Eve 0 ) — > —= (\+ x ) <g) \+ x ) 0 \Eve + ) + 1-^) <g> \- x ) <g> \EveJ)) 

v2 

qui est different du resultat qu'il faudrait : \+ y ) ® (8) \Eve + ). □. 

On peut imaginer comme parade que Eve intercepte et mesure l'etat de spin, et renvoie 
a Bob le meme etat pour faire croire qu'il n'y a pas eu interception. Si elle le fait, elle 
ne fait pas le meme choix de base que Alice dans 50% des cas ; par consequent Alice et 
Bob ont 25% d'erreur sur leur clef finale. En echangeant entre eux (et publiquement) une 
fraction seulement de cette clef, ils peuvent se rendre compte de la presence de Eve, et 
decider de ne pas conserver la clef. 



4.9 Interaction du spin avec le champ electromagne- 
tique 

4.9.1 Cas de l'electron 

(cf Sakurai |Sak67j p78. Cohen p980) 

L'interaction d'un electron de masse m, de charge q = — e, de spin 1/2, avec un champ 
electromagnetique exterieur A, U est decrite dans l'espace de Hilbert 

H-tot Hespace ® H-spin 

par le Hamiltonien de Pauli : 

1 f±. AN 2 



H = — {s.{^-qA[S,t))) +qU&t) (4.9.1) 



ouff= (a x , <T y , a z ) sont les matrices de Pauli agissant dans l'espace du spin % sp i n . 
Cet Hamiltonien s'ecrit aussi sous la forme plus commode : 



H= — (ft — qA(S, 2 — M e .B + qll (f , t) (4.9.2) 
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avec 



Q 



ni 



S :moment magnetique de l'electron 



(4.9.3) 



Preuve : On utilise la relation ( A.2.2 ), et p A A = —ihrot(A) — A Ap (a demontrer).D 



Remarques 



o La forme (4.9.1), decoule directement de l'equation de Dirac dans la limite non 



relativiste. L'equation de Dirac est une equation d'onde qui a une ecriture assez 
"naturelle" et qui decrit la fonction d'onde d'un electron en theorie relativiste. (II y 
a cependant des problemes theoriques avec l'equation de Dirac, qui ne sont resolus 
que dans le cadre de la theorie quantique des champs). 



o Le terme (4.9.3 ) est tres semblable a l'expression du moment magnetique d'un dipole 



magnetique en mecanique classique : considerons une particule classique de charge 
q sur une orbite circulaire de rayon r. La periode de rotation est r = Le courant 
correspondant est 



Q 

T 



qv 



2-nr 



et la surface du dipole magnetique cree est S 
unitaire). Par ailleurs le moment orbital^] est 

L = p A f = mv A r - 



7rr 2 .u (u est un vecteur normal 



mvru. 



Alors le moment magnetique est : 

Mdass = IS - 



QV 2 - 

-ixr .u 



qv 



2nr 



-r.u 



2m 



qui est comparable a (4.9.3) mis a part le facteur 1/2. La forme (4.9.1) a done 
l'avantage de donner une origine au manque de ce facteur 1/2, pas evident a priori. 



4.9.2 Autres particules de spin 1/2 



cf Bransden p.533, |BC89| . 

Pour une particule quelconque de spin 1/2, de masse m, de charge q, le Hamiltonien 



est semblable a (4.9.2) : 



1 \2 _ 

H= (p-qA(x,t)) -M.B + qU(x,t) 

2m V / 



avec : 



M= gn 



S 

h 
el h 



2m 



: moment magnetique 



: magneton 



g : rapport gyromagnetique 



3. On verra au chapitre ?? que le moment angulaire L sont les generateurs des rotations dans K 3 et 
joue done un role analogue aux operateurs de spin S. 
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Valeurs experimentales : 





Electron 


Proton 


Neutron 


g 


2,002319314 


5,5883 


-3,8263 



Remarques 



o Le Hamiltonien de Pauli (4.9.1 ), (4. 9. 3), donne g e = 2. La valeur experimental un 
peu differente s'explique a cause d'effets d'influences de l'electron sur le champ elec- 
tromagnetique quantique que Ton peut calculer dans le cadre de l'electrodynamique 
quantique. Les valeurs de g pour le proton et le neutron sont dues a la structure 
interne des ces particules (structure de quarks et de gluons), mais on ne connait pas 
a ce jour de calcul precis qui le montre. 

o Le moment magnetique du neutron est anti-parallele a son spin, (signe negatif de 

9n)- 

o Pour le neutron ou proton, ji^ = eh~/(2m p ) s'appelle le magneton nucleaire. Pour 
l'electron ji B = eh/(2m e ) s'appelle le magneton de Bohr. 



4.9.3 Evolution du spin seul, precession de Larmor 

Nous discutons ici revolution de l'etat de spin 1/2 d'une particule, qui pourrait etre un 
noyau nucleaire de spin 1/2, dans un materiau. 

La particule est supposee etre au repos, ce qui permet d'oublier l'etat quantique spatial 
de celle-ci, et de ne traiter que l'etat de spin \s(t) >G T-i S pin- (Pour etre plus precis, on peut 
supposer que le champ B est uniforme, et que l'etat spatial de la particule est dans l'etat 

fondamental de H espace = ^ (p- qA(x, t) j + qU (x, t). 

Ainsi, \ip {t)) = \ipo,es P ace) ® |s (t)) , et on ne s'interesse que a la dynamique de \s(t) >G 
Hspin decrite par : 



11 spin ^- <J • -C 



qui a deux valeurs propres E± = ±^hu, lo = a r 



B 



L'equation d'evolution de Schrodinger 



est 

ih^/ — = H\s(t) > 
dt 1 w 



Nous cherchons a decrire revolution du vecteur spatial de spin defini eq(4.4.1) page 181 

s(t) = (S^ =< s{t)\S\s{t) > 

Nous rappelons que inversement le vecteur s(t) defini l'etat \s(t) > a une phase pres. 
Comme ||s(t)|| = |, cette evolution defini des trajectoires sur la sphere de Bloch. 
Propriete 

s(t) evolue d'apres les "equations de Bloch" : 

ds(t) _^*» Aa W_^ AS . (49 . 4) 



dt ds \ h 
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oil H sp i n = — j^s.B est le Hamiltonien (Classique). 

Les trajectoires sont done des cercles autour du champ B , a la frequence 



to 



9£ 

h 



B 



dans le sens indirect. Voir figure 4-9.1 



A B 




Figure 4.9.1 - Precession de Larmor du spin : rotation du vecteur s(t) autour du 
champ magnetique B. 



Le rapport de frequence de precession du spin d'un proton et d'un electron est 

5000 



w p _ 9pVn 

Ue 9eVB 



preuve : (TD) 

o Argument rapide : lors de revolution, l'energie est constante, done s.B est constant done 

Tangle sB est constant, ce qui oblige le spin s a tourner autour de B. 
o Autre preuve rapide, en coordonnees : on peut supposer que B = Be z . Alors H S pin = 
~^T~S Z - II est utile de travailler dans la base (\+ z >, |— z >) : si 



| s (0) >=a (0)\+ z > +&(0)|- a > 



alors 



s(t) >= exp ( -iHt/h) |s(0) >= a(t)\+ z > +b(t)\- z > 

. D'apres la coordonnees stereo- 



avec a(t) = a(0)e - iEt / h , b(t) = b(0)e +iEt / h , et E 
graphique ( |4.4.2 1 page |182[ 

a{t) 



2 



z(t) 



b(t) 



z (0) e" 



2iEt/h 



z(0)e 



iujt 



done ip (t) = -ujt + ip (0) et 9 (t) = 6 (0) = cste, u = ^ = f 



B 
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o Autre argument geometrique : le Hamiltonien H spin = —uS z a justement l'expres- 
sion du generateur des rotations Sa 
cette fagon on obtient directement que le mouvement est une rotation, et on obtient 
aussi la vitesse angulaire. 



4.5.2) autour de l'axe u qui est ici l'axe B. De 



Remarques : 

— * 

o L'energie de la trajectoire classique du spin est E spin = — ^s.B, qui est extremum 
pour s et B paralleles. On verifie en particulier que dans ces derniers cas, ce sont 
deux points fixes de la dynamique de s(t), correspondant aux deux etats propres 

H S pin • 

o On a des coordonnees canoniques (q,p) sur la sphere montrant que la sphere S 2 est 
un espace de phase classique pour la dynamique du vecteur classique s(t) (9, <p sont 
les coordonnees spheriques) : 



q = cos 9 

p = S.tfi 



Alors l'equation de Bloch (4.9.4) s'ecrit sous la forme Hamiltonienne standard : 



dq 
dt 



dH 



spin 



dp 



dp 
dt 



dq 



preuve : voir |FaulOa| . 

@@TD : Decrire la trajectoire du neutron de spin 1/2 dans champ magnetique in-homogene. 
Exp. de Stern-Gerlach 



4.9.4 Resonance Magnetique Nucleaire (R.M.N.) et Imagerie Ma- 
gnetique Resonante (I.R.M.) 

L'interaction du spin des particules avec un champ magnetique decrite ci-dessus, est 
tres utilisee pour faire de l'imagerie dans beaucoup de domaines (physique des materiaux, 
biologie, medecine,...). Ces techniques d'imagerie se sont tres developpees ces dernieres 
annees et sont en particulier un outil formidable en medecine pour l'etude des tissus vivants, 
et a revolutionne le domaine (voir par exemple une carte precise interactive du cerveau 
http : //www .med. harvard. edu/AANLIB/cases/caseNA/pb9 .htm). 
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Ces techniques sont basee sur l'interaction d'un champ magnetique appele "sonde" avec 
les spins des noyaux nucleaires du milieu etudie. 

Voici la technique utilisee, decrite de fagon tres simplifiee : 

— * 

1. L'echantillon est place dans un champ magnetique constant B 0 parallele a l'axe 
z. Bq ~ 2 — > 10T. Les etats d'energie de chaque spin (pour simplifier suppose 
etre 1/2, et considere comme isole) est done E± = ±^huj. A temperature ambiante, 
kT/ftw ~ 10 5 , done d'apres la loi de Boltzmann, a l'equilibre, il y a une difference de 
population tres faible entre les deux etats : N+/N„ = e - AE / kT ~ 1 - = 1 - 10~ 5 . 
C'est cependant ces petites difference qui fera un signal observable. 

2. A un moment donne, et sur une courte duree (pulse de quelques /is.), le champ 
magnetique applique est de la forme : 



— * 

B = B 0 e z + B 1 cos (coit) e x 



ou B 0 est le meme, et B 1 B 0 est faible, mais oscille a une frequence ui 1 bien 
choisie. Si la frequence oj\ est suffisament proche de la frequence u>, il est montre en 
TD qu'il y a un phenomene de resonance : un spin 1/2 peut basculer vers l'etat 
— 1/2, si la duree du pulse est aussi bien ajustee (et inversement). (voir figure). 



4.9. INTERACTION DU SPIN AVEC LE CHAMP ELECTROMAGNETIC; UE 201 



Ce pulse a done pour effet d'inverser les populations iV + ,iV_. II faudra ensuite 
un certain temps, appele temps de relaxation T 2 (~ Is), pour que les populations 
retrouvent leur valeurs d'equilibre selon z. Durant tout ce temps, les spins ( +1/2 
ou —1/2) qui sont ainsi rentres en resonance ont emit un champ magnetique 
induit qui est detecte collectivement. Le signal temporel ainsi detecte, appele Free 
Induction Decay (FID), constitue l'information de base sur l'echantillon. 

3. Ce signal recueilli depend de plusieurs parametres qui caracterisent le 
noyau nucleaire, et permettent ainsi de l'identifier : 

(a) II y a un signal, si il y a resonance. II faut uj\ ~ u. Or u = ^B depend de g, 
£>, qui dependent du noyau. Par exemple g = 2.016pour un spin 1/2 de Fe 3+ 
dans le compose MgO. La valeur de B = B 0 (1 — s) ressentie par le noyau est 
la valeur B 0 modifiee legerement par l'environement electronique du noyau (les 
electrons creent un champ magnetique induit, appele diamagnetique). s ~ 10~ 6 . 
Cet effet s'appelle le deplacement chimique. 

(b) II y a une faible interaction entre les spins de noyaux nucleaires voisins, qui 
depend de la configuration de la molecule dans laquelle se trouve le noyau. 
Ces interaction, se traduisent par des decalages de frequences oj, ou des multiplets 
dans le cas de noyau indentiques comme dans CH4. 

(c) Le temps de relaxation T 2 depend beaucoup du materiau. C'est essen- 
tiellement ce signal qui est utilise en imagerie. 

(d) L'intensite du signal est aussi proportionnelle a la concentration des noyaux 
identifies. 

4. Afin de faire de l'imagerie, il faut une bonne resolution du signal en espace et en 
temps. Cela est possible en utilisant un champ B 0 (x) qui est en fait non homogene, 
et legerement variable en temps (idees de P. Lanterbur's 1971 et P.Mansfield 1973, 
voir www.beyonddiscovery.org) . Ainsi un signal de resonance detecte, pourra 
etre associe a une region precise de l'espace. Cela permet des resolution spatiales 
1mm x 1mm et temporelles 40ms. 
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4.10 Conseils de Lecture 

o Cohen-Tannoudji |CBF| . chapitre IV. 
o Feynman |Fey63|, chapitres 6,11. 



Chapitre 5 
Plusieurs particules 



Jusqu'a present nous avons presente comment decrire la dynamique d'une seule parti- 
cule avec spin ou sans spin dans le cadre de la mecanique quantique. 

Bien entendu, toute la complexity de la nature et de la physique vient de ce qu'elle est 
composee d'un grand nombre de particules qui interagissent entre elles. 

Dans ce chapitre nous presentons comment decrire un systeme quantique constitue de 
plusieurs particules. Tout d'abord nous presentons le cas de particules differentes, dites 
discernables, puis le cas de particules identiques (par exemple un gaz d'electrons ou de 
photons, d'hydrogene,...). 

5.1 Plusieurs particules discernables 

Nous allons montrer et commenter le fait mathematique que l'espace quantique total 
pour decrire plusieurs plusieurs particules est le produit tensoriel des espaces 
quantique de chaque particule consideree individuellement. 

5.1.1 Pour deux particules 

Prenons l'exemple d'un systeme comprenant deux particules differentes, comme par 
exemple l'atome d'hydrogene constitue d'un proton et d'un electron. 

Ce sont des particules avec spin 1/2, et nous avons defini l'espace de Hilbert individuel 
de chacune des particules : % pr oton, Heiectron qui permet de decrire l'etat spatial de leur 
fonction d'onde et leur etat de spin. Or dans l'atome d'hydrogene, ces deux particules 
interagissent, il faut done considerer et decrire le systeme total. 

Quel peut etre un etat quantique du systeme total? Si \pi >,i — 1, . . . est une base de 
Hp ro ton et \ej >,j = 1, . . . une base de % e iectron, il est tout a fait possible d'imaginer un 
etat total de la forme \pi,ej >. Mais d'apres le principe de superposition, il peut aussi y 
avoir des combinaisons lineaires de ces etats \pi€j >. Or ces etats sont orthogonaux entre 
eux (car ils decrivent des etats physiques differents, voir chapitre 1), ils forment done une 
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base de Htotai- G'est justement la definition de l'espace produit tensoriel, voir eq.(|3.1.5|) 
page 



148 Ainsi : 



n 



total 



H 



proton 



H 



electron 



et une base de Titotai est \piej >= \pi > ®\ej >, avec i = 1, . . . , j = 1, . . .. 

Cela peut paraitre un peu abstrait, et en effet cela depasse le bon sens parfois : du 
fait du produit, cet espace Htotai est "gigantesque" et contient nous allons le voir des etats 
quantiques qui defient le bon sens. Le principe de superposition est a l'origine de ce resultat 
(qu'il ne faut croire, que si l'experience le confirme). 



En terme de fonction d'onde : Si on oublie le spin des particules, une fonction d'onde 
du proton est de la forme i/j p (x p ,y p , z p ), une fonction d'onde de l'electron est de la forme 
ifj e (x e , y e , z e ) (ce sont des fonctions a trois variables), alors qu'une fonction d'onde du sys- 
teme global est de la forme (f)(x p , y p , z p , x e , y e , z e ), c'est une fonction a six variables. Nous 
avons deja discute, les correlations qui peuvent apparaitre entre ces variables, cf. figure 
j3.1.2D pagepsl (En tant que fonction a six variables, \<f> >E L 2 (R 6 ) = L 2 (R 3 ) <g> L 2 (R 3 ) 



comme explique page 146). 



5.1.2 Operateurs de Htotai 

Les operateurs positions, impulsion, spin et autres, sont definis dans les chapitres pre- 
cedents pour un etat quantique a une particule. Voici comment ils operent dans l'espace 
Htot- 

Par exemple si on note x p l'operateur position x du proton, il agit de la fagon suivante 
sur la fonction d'onde totale : 



(X r 



V^p) Vpi %pi ^ei Uei Ze) %p 0 y^pi Vpi %pi ^ei Vei %e/ 



ou en terme de notation vectorielle, l'operateur associe au proton n'agit que sur les vecteurs 
du proton dans les termes factorises : 



x p (\p > <S>\e >) = (x p \p >) 



e > 



(5.1.1) 



et agit comme l'operateur identite sur l'espace de l'electron. C'est a dire 



x 



P'Htot 



5.1.3 Pour particules 

La generalisation est simple : 

U t ot = 'H 1 ®H2® ...®H N 
mais l'espace resultant est enorme ! (sa dimension est le produit des dimensions). 
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5.2 Non localite de la mecanique quant ique, le paradoxe 
E.P.R. 



html 



reference : Bransden p673 |BC89j . Ballentine |L.E90j p.437. 

Pour un texte court, lire : |http : //www . physique . usherb . ca/attracte/08- 1999/epr .| 



5.2.1 Etats enchevetres : etats surprenants de l'espace total 

Le principe de superposition est a l'origine de la complexity de la mecanique quantique. 

Nous avons deja vu que pour une particule, alors que son etat classique est de la forme 
(x,p), avec position et vitesse precises, la mecanique quantique permet une superposition 
de tels etats comme : \x,p > +\x',p f >, une fonction d'onde qui serait la somme de deux 
paquets d'ondes gaussiens differents. 

Pour deux particules, il peut y avoir des etats de la forme 

|0 >= |l > ®|2 > 

ou \i > est une fonction d'onde respectivement de la particule i = 1,2. Un etat \<p > 
qui peut s'ecrire sous cette forme est dit factorisable ou separable. II n'est pas trop 
surprenant physiquement. 

Mais la mecanique quantique permet a priori des superpositions de tels etats. Par 
exemple : 

|0 >= |1 >( g)|2 > +|1' ><g>|2' > (5.2.1) 

qui est une superposition de deux etats factorises. C'est un etat non factorisable, dit etat 
enchevetre (ou "entangled state" en anglais). 

De tels etats sont observes experimentalement. Les manifestations physiques de ces 
etats defient le bon sens. On decrit ci-dessous une experience a Tissue de laquelle deux 
particules sont dans un etat enchevetre, et Ton discute les consequences mesurables. 



5.2.2 Description quantique orthodoxe 

Dans cette experience, une paire de deux particules de spin 1/2 est cree en un lieu et 
instant precis. Nous appelons cet evenement E 1 . Nous supposons que l'etat quantique qui 
decrit le spin des deux particules est : 

10 >= ^ (|+ 2 >i ®\- g > 2 ~\-z >i ®\+z > 2 ) (5-2.2) 

l'indice 1 ou 2 se refere au numero de la particule. L'etat \<j> > est un etat enchevetre. 
Cet etat correspond a un spin total nul, appele etat singlet de spin, voir section 6.5.1| En 

effet l'observable de spin total est S m = Si+S 2 , et il est aise de calculer que ^5 tot j \<p) = 0. 
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II y a plusieurs fagons de creer un tel etat, voir par exemple : j |http : / / www . lkb . ens . | 
fr/recherche/qedcav/french/rydberg/resonant/eprpair.html. Ce peut etre par la 
disintegration d'un pion 7r 0 qui a un spin nul, en electron et positron : 



7T 0 ->> e 



Les particules 1 et 2 partent dans des directions opposees, vers des detecteurs symbolises 



par les physiciens Pi et P 2 . Voir figure 5.2.1 



o 



(0) 



2 



o 



Figure 5.2.1 - Les deux particules 1 et 2 sont dans un etat enchevetre, et partent vers 
deux detecteurs Pi,P 2 . 

A l'aide d'un appareil du type Stern-Gerlach, le physicien P 1 effectue une mesure de 
l'observable : 

(composante du spin de la particule 1 selon l'axe z). C'est l'evenement E 2 . Les deux valeurs 
propres de cette observable sont ±1. Par consequent d'apres le postulat de la mesure, voir 
page|6lj a Tissue d'une mesure, le physicien P 1 observera le resultat A = +1 ou A = —1, 
avec les probability respectives 



1 , 1 

Pa=-i= ,,, <~i, z 0> = ~. 

<<b\6> 2 



et si il observe A = +1 (respect. A = —1), alors juste apres la mesure, l'etat quantique 
des deux particule est |+ 2 >i ®|— z > 2 , (respectivement \— z >i ®|+ 2 >2 ) qui est l'etat 
4> projete sur l'espace propre de A associe a la valeur propre A = +1 (respect. A = —1). 
On remarque done que cette mesure du physicien Pi modifie l'etat quantique du systeme 



total et en particulier celui de la particule 2. C'est l'evenement E 3 sur la figure (5.2.2). 

Si juste apres cette premiere mesure, le physicien P 2 effectue a son tour une mesure de 
l'observable 

6 = (I) ^ 

(composante du spin de la particule 2 selon l'axe z), appele evenement P 4 , et alors deux 
cas se presentent selon la valeur de A precedente : 
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1. si A = +1, l'etat quantique reduit etant \4> >= \+ z >i <g>| — z > 2 , le physicien P 2 
mesure B = — 1 avec la probability Pb=-i = 1 (c'est a dire certitude). 

2. si A = — 1, l'etat quantique reduit etant \<f> >= \— z >i ®|+^ >2, le physicien P 2 
mesure B = +1 avec probability 1. 

Cette certitude totale traduit une correlation parfaite entre les etats de spin des deux 
particules. Remarquez que si le physicien P 2 avait effectue sa mesure le premier l'analyse 
aurait ete analogue. 

En resume, d'apres cette analyse de la situation par la mecanique quantique (et postulat 
de la mesure), l'etat \(f> > est enchevetre jusqu'a la premiere mesure, et subitement, des la 
premiere detection, il est reduit instantanement dans un produit factorise \+ z >\ <8>|— z > 2 , 
ou |— z >i ®\+ z >2 respectant la correlation des deux spins opposes (on parle de "reduction" 
ou "collapse" de l'etat quantique). 

Cela est en parfait accord avec les experiences, et cette reduction qui est une sorte 
d' action a distance "instantanee", (est meme plus rapide que la vitesse de la 
lumiere qui est la vitesse limite du transport d'energie et d'information d'apres la theorie 
de la relativite), car elle se passe meme si les deux mesures sont deux evenements E 2 ,E 3 
sans relation de causalite, c'est a dire espaces par un quadri-vecteur de type espace. Voir 



figure 5.2.2 



Rayon lumineux 



Mesure 



Mesure g 
A=+l 
(fruit du hasard) 




etat enchevetre 



Figure 5.2.2 - Schema dans l'espace temps des evenements. E ± est la creation de l'etat 
enchevetre \<p > eq.poBT) represents par la ligne grisee. Les particules 1 et 2 se separent et 



restent enchevetrees, jusqu'a ce que le spin de la particule 1 soit mesure. C'est l'evenement 
E 2 . Dans cet exemple le physicien Pi mesure A = +1. Au meme instant (dans le referentiel 
x,t du laboratoire ?), l'etat quantique |0 > est reduit, et la particule 2 se retrouve dans 
l'etat \— z >. C'est l'evenement E 3 . Cet etat est ensuite mesure par le physicien P 2 , qui 
observe B = — 1 (Evenement EA. La ligne tiret-point est le cone de lumiere qui represente 
le trajet le plus rapide (vitesse de la lumiere) informant du resultat A = +1. Sur ce schema 
il ne parvient pas a temps pour expliquer le resultat B = — 1. 
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Remarque : Cette action instantanee a distance "plus rapide que la lumiere", ne permet 
pas de transmettre de l'information, et ne contredit pas les principe de la relativite. 
En effet, Pi ne choisit pas si le resultat est A = +1 ou A = — 1 ; il ne peut done pas 
transmettre de message a P 2 de cette maniere. 



Cependant il y a une difficulty tres visible sur la figure 5.2.2 : ou se situe precisement 



l'evenement de reduction (E s ) ? II peut etre simultane a E 1} mais la notion de simultaneity 
depend du referentiel en relativite. Quel est le referentiel privilegie ici ? La question se pose, 
bien qu'elle n'a pas d'impact sur le resultat observe. On peut tout de meme constater que 
la theorie quantique et la theorie de la relativite sont inconsistantes entre elles. 



Resume Dans ce paragraphe, nous avons montre que par suite logique du principe de la 
superposition, la mecanique quantique entraine des interactions non locales : le resultat 
d'une mesure "ici" depend de fagon instantanee du resultat d'une mesure qui se passe "la- 
bas". Or la notion d'evenements instantanes, simultanes n'a pas de sens en theorie de la 
relativite. 

Hubert Reeves dans "Patience dans l'azur" ecrit : "Je reprends l'enonce avec une com- 
paraison pour le lecteur moins familier avec la physique des atomes. A deux messagers, on 
a donne la consigne suivante : ils devront repondre a une question par oui ou par non. Si 
le premier repond oui, le second devra repondre non, et vice-versa. Les choses se passent 
telles que prevues. II serait raisonnable de supposer qu'ils se sont donne le mot au depart 
et qu'a chaque instant du trajet chacun savait ce que l'autre allait repondre. Pourtant on 
montre que tel n'est pas le cas. Aucun des deux n'a choisi avant l'arrivee quelle reponse il 
allait donner. Comment expliquer que le second connaisse la bonne reponse ?" 

5.2.3 Objection de Einstein-Podolsky-Rosen (E.P.R.) sur la non 
localite (1935) 

En 1935, l'objection de ces trois physiciens fut que meme si elle ne permet pas de 
transmettre de l'information, cette action a distance est inacceptable, car non consistente 
avec la theorie de la relativite qui est locale en espace-temps ; ils etaient partisans d'une 
theorie physique locale. 

Ces physiciens suggererent que les memes resultats experimentaux peuvent s'interpreter 
autrement, par une theorie qui serait locale : des le depart l'etat de spin des deux 
particules serait decide, e'est a dire que l'une ou l'autre des deux situation est deja 
engagee : \+ z >i <8>|— z >2 ou \— z >i ®\+ z >2 chacune se produisant en moyenne 1 
fois sur 2. Le choix de l'une ou l'autre situation est le fruit du hasard, ou resulte d'un 
mecanisme microscopique deterministe ou non mais inconnu. II y aurait done des variables 
dynamiques cachees. 



Ces physiciens ont done ouvert un debat : Quelle interpretation est correcte, la 
mecanique quantique avec le postulat de la mesure qui est non local, ou une theorie locale 
a variables cachees ? 
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Ces deux interpretations seraient t-elles equivalentes (compatibles) ? 
Le resultat fondamental que nous allons etablir ci-dessous est : 



La theorie quantique est une theorie non locale. Cela a ete confirme experi- 
mentalement. 



5.2.4 Theories locales a variable cachees et inegalites de Bell (1964) 

En 1964, J. Bell montre que les deux interpretations precedentes ne sont pas equivalentes 
et que des experiences pourraient trancher le debat |Bel64| . Les "inegalites de Bell" sont 
des relations verifiees par toute theorie locale a variable cachee, et dans certains cas non 
respectees par le modele de la mecanique quantique. 

A la section suivante, nous presenterons une situation plus simple a expliquer montrant 
la non localite de la mecanique quantique, appele "egalite de GHZ", decouverte en 1989. 
Cependant cette egalite n'a pas ete observee experimentalement. 

A cause de l'importance historique de l'inegalite de Bell, et des experiences associees 
nous etablissons une telle inegalite pour dans ce chapitre. 

Pour se mettre dans un cas ou l'inegalite de Bell est transgressee par la mecanique 
quantique, supposons que les physiciens Pi et P 2 mesurent res pectiy ement la composante 
du spin de la particule 1 (et 2) selon l'axe a (et b). Voir figure 



5.2.3 



o 




o 



(0) 



Figure 5.2.3 - Mesure de E(a, b) = A(a) B(b). 

On note A(a) = (|) S^s e t B(b) = (|) S 2 % les observables correspondantes. 

Le resultat de leur mesure est A(a) = ±1 et B(b) = ±1. 
Considerons l'observable : 

E(a,b) = A(a)B(b) 

La valeur moyenne de cette observable s'obtient experimentalement en faisant un grand 
nombre d'experiences successives. 



Theorie locale a variable cachee Supposons que une theorie locale a variables cachees 
soit valide. Pour simplifier les notations mais sans perte de generalite, on note A "la variable 
cachee" dont on ne saurait prevoir le comportement, et p(A) dX la probability pour que lors 
d'une experience, une valeur de l'intervalle [A, A + dX) soit realisee. 

Le resultat de la mesure de Pi est une certaine fonction de A (inconnue) : 



A (A, a) = ±1 
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de meme pour le resultat de P2 : 



B(X,b) = Tl = -A{\,b) 

Noter que A(X, a) ne depend pas de b d'apres l'hypothese de localite. En effet le choix de 
la valeur de b se fait localement juste avant la mesure de B et ne peut pas influencer le 
resultat de A d'apres l'hypothese de localite. (La relation B{X, b) = —A(X, b) vient de ce 
que les deux resultats sont toujours correles). 

D'apres ce modele, la valeur moyenne de Tobservable E fa, 6)" est alors : 



Eioc { a, b 



dXp(X)A{X,a)B{X,b) 



Propriete On a l'inegalite de Bell : pour tous a, b, c, 



Eioc (a, bj - Ei oc (a, c) < 1 + E loc (b, c 



Demonstration. 



E loc (a,b) -E loc (a,c)= / dXp(X) (A(X,a)B(X,b)-A(X,a)B(X,c) 



done 



et A = B = ±1 done |1 + AB\ = (1 + AB). 



(5.2.3) 



J dXp(X) ^A(X,a)A(X,b)^j (l + A(X, b) B(X, c) 
Eioc (a, b) - E loc (a, g)| < / dXp(X) |l + A(X, b) B(X,c)\ = l+E loc (b, c) , car / p (A) dX = 1 



□ 



Remarque : l'inegalite de Bell obtenue depend du dispositif considere. En general, on 
appelle inegalite de Bell, l'inegalite obtenue a partir de l'hypothese de localite. 



5.2.5 Violation de l'inegalite par la mecanique quantique (1976) 
5.2.5.1 Modele quantique 

en mecanique quantique la valeur moyenne de Tobservable E (a, b) sur l'etat \<f> > 



eq.(5.2.2) page 205 



est : 



E Q (a,b) = {<j>\E(a,b)<p) = -coa(e) 

6 = a,b :angle entre aet b 
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Demonstration. On peut choisir les vecteurs a, b dans le plan (z, x). Montrons que l'etat 0 
est invariant par rotation : R$\<j>) = \<f>). Posant 



\9) = R H \ + : ) = cos ( ?) |+ z )+sin y- 



on a : 



Rfi 



V2 



(\0) <g> \9 + n) - \9 + n) ® \9)) 



V2 



(\+z) ® |-,) - |-,} ® 1+,)) 



<f)\E(a,b)(f) 



On peut done supposer que a est selon l'axe z. Alors utilisant (+|S' 2 |— ) = 0, 

2 

((+, -|&S 6 |+, -) + (-,+\S z S b \-,+)) 

((-\s b \-) - (+\s b \+)) 

or S 6 = (|) (\6}(6\ -\9 + n)(9 + tt|) done 
' <P\E{d,b)<p\ 



12 
2 

1/2 
2 U 



l^ + vr; 



K+I* + T>f) 



sm 2 (?) - cos 2 (? ) - cos 2 (?) + sin 2 (? 



— cos 6* 



□ 



Remarque : comme attendu pour a = b, les deux theories sont en accord : 

E Q (a,a) = E loc {a,a) = -1. 

Considerons des directions a, b, c coplanaires telles que (a, bj — |, (&, cj = |, (a, c) 
^. Alors 



E Q a, 6 ) - Eg (a, c) 



'7T\ / 27T 

c,,s|-J+oob( t 



1 1 

2 ~ 2 



1 + E Q (a, c) = 1 - cos (I) = - 



L(inegalite de Bell (5.2.3) n'est pas verifiee. On dit qu'il y a "violation de I'inegalite de 
Bell par la mecanique quantique". 

Consequence : la mecanique quantique est une theorie non locale. 

Exercice : 
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Fixer (u, b ^ = |, et poser (b,cj = a, avec a, 6, c coplanaires done (a, c) = | + a. 



Calculer et tracer 
Solution : 



( a, 6 ) — -Eg (a, c) et 1 + Eq (a, c) en fonction de a. 



E Q (a,b) - E Q (a,c) 



7T\ /7T 

— cos ( — J + cos y— + a 



sin a 



et 1 + Eq (a, c) = 1 — cos(a). Voir figure 5.2.4 Pour 0<a< |,onasina> 1— cos a done 
violation de l'inegalite de Bell. 



Violation 



l+E Q (b,c) 



Violation 




IE^a,b)-E ^a,c)l 



Figure 5.2.4 - Violation d'une inegalite de Bell par la mecanique quantique. 



5.2.5.2 Non localite de la mecanique quantique, confirmation experimentale 

En 1976, les experiences de Alain Aspect utilisant des photons polarises, (au lieu de 
particules avec spin 1/2) montrent la violation d'inegalites de Bell, et sont done en faveur de 
la mecanique quantique |Asp76[ IADR82| . Ainsi V interpretation par une theorie locale 



a variable cachee n'est pas possible. La non localite de la mecanique quantique 
est observee experimentalement. 

Les resultats de l'experience sont en parfait accord avec la mecanique quantique. 
Des experience plus recentes ont ete faites ou la distance entre les deux mesures est de 
l'ordre de 10 km. Elles sont toujours en parfait accord avec la mecanique quantique. 
Une experience peut etre fait en T.P. a l'universite, voir [DM02J. 



5.2.6 Egalite de G.H.Z. (1989) 

Nous presentons ici un autre protocle experimentale qui demontre que la theorie 
quantique est non locale. 

References : article de Laloe (sur la page web du cours), page 17, et Greenberger, Home, 
Zeilinger, Am. Jour of Phys. vol 58, pllSl, 1990. 
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Comme auparavant, on note |+) = ^ J J G C 2 et | — ) = ^ J J G C 2 les deux etats 

de base d'un spin 1/2. On considere 3 particules de spin 1/2. On ne decrit que les etats de 
spin et non pas leur etat spatial. L'espace quantique est done de dimension 6, e'est : 

u= (c 2 f 3 = c 6 

Les trois particules sont separees spatialement, et chacune est envoyee vers un detecteur 
capable d'observer son etat de spin. 




3® 



Figure 5.2.5 - . Schema de l'etat ip = \ + ++) — | )a trois particules enchevetre. 



Supposons que les 3 particules soient dans l'etat enchevetre de spin 



ip = | + ++) 



-> 



Rappel sur le processus de la mesure d'apres la theorie quantique : si un phy- 
sicien situe pres de la particule 1 mesure l'etat de son spin par exemple,il observera 
a^P = ±1 avec des probabilites respectives 



Proba (a^ = l) 



+ ++ 



-, Proba (a^ = -l) = -. 

2 v z ' 2' 



ou V (i) est le projecteur sur l'espace propre . Si le resultat est = 1 par exemple, 
alors l'etat total de spin des trois particules juste apres la mesure est "reduit" en: 

^ = W = \ + ++) 

Cela signifie une modification "instantanee, non locale" de l'etat de spin des particules 2 et 
3. C'est le "collapse" de l'etat quantique. 



214 



CHAPITRE 5. PLUSIEURS PARTICULES 



La question posee par Einstein-Podolsky-Rosen (EPR 1935) est (a nouveau) de savoir 
si cet modification non locale est reelle ou non. Ce resultat pourrait t-il s'expliquer par une 
theorie locale non encore decouverte ? c'est a dire une theorie qui montrerait par exemple 

que l'etat des 3 particules | + ++) ou | ) est decide en fait des leur separation et que 

la correlation existente n'est qu'un effet de memoire. Autrement dit que le phenomene de 
collapse n'est pas reel mais est seulement du au formalisme de la mecanique quantique que 
Ton utilise. 

5.2.6.1 Description avec la theorie quantique 

On considere l'observable 

A — rT (l) n -(2) n .(3) 
ST-xyy ■— V x <J y v y 

Ct 

B := aS-)*®*® 
ou ay est une matrice de Pauli agissant sur la particule i. 





( 0 






( 0 -i \ 






; 




V i 0 j 



ont des valeurs propres ±1. Observer que 

les matrices avec des indices (i) differents commuttent entre elles car elles agissent sur des 
particules differentes. Le spectre de A xyy et de B est done ±1. 

Etablissons d'abord le resultat suivant concernant ces operateurs : 

Lemme 5.2.1. L'etat ip = \ + ++) — | ) est vecteur propre de Voperateur A xyy de 

valeur propre +1, c'est a dire : 

et est vecteur propre de Voperateur B avec la valeur propre (—1), c'est a dire : 

Bi/j = -ip 

Avant de prouver ce Lemme, discutons la signification physique^] : 



1. 



Remarque 5.2.2. On peut montrer cependant que aucun des termes individuels n'a une valeur sure. Par 
exemple Proba^ (cri 1 ^ = ij = 0.5, Proba^ {^a^ = —lj = 0.5. 



Demonstration. On 
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|+.) = ^ (|+ 2 > + I-,)), et |- x ) = ^ (\+ z ) \- z )) done |+ 2 ) = ^ (|+ a ) + K)), 
\- x )). Done 
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Proposition 5.2.3. Une mesure des Vobservables A xyy ou A yxy ou A yyx dans Vetat ip 
donne avec certitude le resultat 



A 

n-xyy 



A 

si-yxy 



A 



yyx 



(5.2.4) 



(car par symetrie le numero de la particule n'importe pas). De meme une mesure de B 
dans Vetat ip donne avec certitude 

B = -1 (5.2.5) 



Pour illustrer ce que signifie la proposition precedente, on imagine que un ensemble 



de 3 particules est envoye regulierement dans l'etat ip comme sur la figure |5.2.5| L'expe- 
rimentateur 1 mesure a x , l'exp.. 2 mesure a y 2 ^ et l'exp.. 2 mesure a y . lis collectent leur 
resultats et obtiennent a la fin un tableau de la forme : 







<4 2) 


4 3) 


A _ ff (VV 3) 

^xyy — u x <~>y <->y 


Mesure 1 


1 


-1 


-1 


1 


Mesure 2 


-1 


1 


-1 


1 


Mesure 3 


-1 


-1 


1 


1 


Mesure 4 


1 


1 


1 


1 













De meme dans une autre serie d'experience ils mesures a 

r (i) „(2) (3) 



(1) (2) 
y :°x , 



r (3) 

'y 



(1) (2) (3) 

puis a y <j y , ai 



puis a x ,a x ,a x et deduisent en faisant le produit de leur resultats, A yxy ,A yyx et B. La 
theorie quantique predit que a chaque mesure les valeurs obtenues sont A xyy = A 
A yyx — 1 et B = — 1. 



Demonstration, du Lemme. On a 

^1+) = 



0 1 

1 0 



(Jx\ 



-> 



0 1 

1 0 



!+)■ 



>> Oy\-) = M i o 



done 



0 / V 0 

<£ty = (I -++>-! + —» 



-<!+>• 



et finalement 



done 



etc. 



Proba^, (erW = 1 



|Proj +x (VQ]| 1 
ll^ll 2 "2 



□ 
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A X yyi> = ^ (<WV) = i% (I - — ) " I + + + )) = V> 

Pour 5^ on a 

= I - ++) - 1 + — ) 



(2) 



K X V) = I - -+> - 1 + +-} 



H = a® (afVfV) = | - — ) - | + ++) = -V 

□ 

5.2.6.2 Etude (non quantique) avec une hypothese de localite 

On va maintenant essayer de predire la valeur du resultat de la mesure de B avec 
l'hypothese d'une theorie locale. On introduit des variables aleatoires a x \a y \... 
prenant les valeurs ±1 et representant des resultats de mesure ou i = 1, 2, 3 est numero des 
particules. L'hypothese de localite implique que lors d'une mesure, le resultat a x ne 
depend pas de a^ 2 \ car les particules sont distantes les une des autres (etc pour tous 
les indices). 



Supposons a priori que Ton a le resultat (5.2.4) c'est a dire : 



A _ n .(l) n .(2) (3) _ , 1 A - o-WffWn-W -4-1 A - n^rr^rr^ - 4-1 

Si-xyy — O x <~> y O y — A yxy — <J y O x O y — "hi, l\ yyx — <J y O y <J X — "hi, 

alors on obtient d'une part que A xyy Ay X yA yyx = 1 et d'autre part, utilisant (o^) 2 = +1 , 
Vz, on obtient 

A xyy A yxy A yyx = «ViM 3) ) « } 4 2) ^ 3) ) (5-2-6) 

= <#V?V® = B 

Conclusion : 

B = 1. 



qui est en contradiction claire avec le resultat (5.2.5) predit par la theorie quantique. 



Conclusion : la theorie quantique n'est pas une theorie locale. 



Cependant il n'y a pas d'experience a ce jour qui verifie (5.2.5). 
Remarque 5.2.4. Insistons sur l'utilisation de l'hypothese de localite. Dansl'equation ( |5.2.6[ ), 

(2" \ 

l'hypothese de localite est introduite en supposant par exemple que le resultat a y est le 
meme dans la mesure collective de A xyy et de A yyx . En effet ce qui differe entre ces deux 
mesures est l'orientation des appareils de detection des particules (1) et (3), et ce choix 
ne peut pas influencer le resultat de la mesure sur (2), d'apres l'hypothese de localite. 

Cela nous a alors permit de simplifier le produit en utilisant ( <J j/ 2 ' > ) = 1- Autrement dit, 

dans le cadre de la theorie quantique (non locale), le resultat o 1 ^ depend du choix des 
orientations des appareils (1) et (3) qui peuvent pourtant etre situes tres loin de (2) ! Dans 
une experience les physiciens prennent soin de faire ces choix au dernier moment, de fagon 
a etre sur qu'aucun signal causal (i.e. avangant a une vitesse inferieure a c = 3.10 8 m/s) 
puisse informer (2) de ces choix. Cela est delicat et rend l'experience difficile a realiser. 
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5.3 Plusieurs particules identiques 

Dans le cas de plusieurs particules identiques, une difference importante apparait par 



rapport au cas de plusieurs particules discernables decrit dans la section 5.1 



5.3.1 Deux particules identiques 

5.3.1.1 Particules de spins demi-entier, les Fermions 

L'electron est une particule elementaire de spin 1/2. Si deux electrons sont respecti- 
vement dans les etats > et \ip2 >, on pourrait penser que l'ensemble est decrit par 
le vecteur > ®\ip2 > de "Hi (g) 'Hi- Deja on peut remarquer que experimentalement, il 
serait impossible de distinguer l'etat |?/>i > ®\ip2 > de l'etat \ip2 > ®\ipi >, ou de toute 
combinaison lineaire de ces etats, puisque l'echange des deux electrons passerait inapergue. 



Principe : L'experience montre que dans la nature, chaque paire de particule identique 
elementaire de spin 1/2 (ou demi-entier 3/2, 5/2, 7/2) est dans un etat de la forme dite 
antisymetrique, notee : 

|^l > A|^2 >= ^ (|^l > ®|^2 > -|^2 > «#i >) (5-3.1) 

ou toute combinaison lineaire (i.e. superposition) de tels etats antisymetrique. Les autres 
combinaisons sont done interdites. 



Remarques : 

o Les particules elementaires de spin 1/2 soumises a ce principe s'appellent des Fer- 
mions. Cer sont les quarks, electrons, neutrinos, leptons, et particules analogues 
d'antimatiere ...) 

o Ce principe appele principe spin-statistique se justifie en theorie quantique rela- 
tiviste. Mais il manque actuellement une explication simple de cette correspondance. 

o (*) Le symbole "A" s'appelle le produit exterieur. L'espace des etats quantique 
decrivant deux electrons contient done les vecteurs de la forme (5.3.1). C'est un 
espace vectoriel, qui est le produit exterieur des espaces a un electron (ou l'anti- 
symetrise), et note 

7~Ltotal — He A He = A. i^H-e ® 7~Le) 

o le facteur l/\/2 est pour la normalisation dans le cas ou |^i >, |^2 > sont orthogo- 
naux et normalises. En effet dans ce cas 

IliV'i > a|^ 2 >f = g ( 2 < Min >< H*P2 >) = 1 

o On a 

(|^l > A|^2 >) = -(1^2 > A|Vi >) 
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Consequence de l'anti-symetrie : deux electrons ne peuvent itre dans le mime 
etat quantique. En effet 

\ip > A\ip >= —= > > > >) = 0 
v2 

qui est le vecteur nul et ne peut done pas decrire un etat physique. C'est le principe 
d'exclusion de Pauli formule en 1925 pour expliquer la structure des atome. 
(*) Cette anti-symetrie se reflete au niveau de la fonction d'onde des deux particules. 
Si les deux particules ont le meme etat de spin, disons |+ >G Hspin, et dans des 
etats spatial differents, \ipi >, \ip 2 >G Wspatiai posons : 

|^i >= |y?i > <g>| + > 
\ip 2 >= \<f2 > <S>| + > 

alors 

> A|^ 2 >= (\<Pi > A|v? 2 >) <8> (|+ >i ®| + > 2 ) 

Noter done que la partie spatiale est antisymetrique, alors que la partie spin est 
symetrique. 

La fonction d'onde (spinorielle) est defini par : 

^(xi,x 2 ) = (< Xi|<g> < x 2 \) > A\ip2 >) 
< > ® < X 2 \(fi 2 > - < Xi\ip 2 > <8> < X 2 \(pi >) <g) (|+ >l <g>|+ > 2 ) 



V2 



(</?i (fi) y? 2 (x 2 ) - V2 0?i) Vi (^2)) <S> (|+ >1 ®| + >2) 



qui verifie done : 

1p(x 2 ,X!) = -tp(x!,X 2 ) 

(*) Si au contraire les deux particules ont des etats de spin differents, elles peuvent 
etre dans le meme etat spatial. Prenons l'exemple des deux electrons de l'atome 
d'helium, qui sont dans l'orbitale spatiale \S >G Hspatiah e t ont des etats de spins 
differents, disons |+ >, |— >G 'Hspin 
Alors |V>i >= \S > ®|+ >, \ip 2 >= \S > <g)|- >, et 

|^i > A\ip 2 >= {\S >i (8) 1 5 > 2 ) <g> 4= d+ >i ®l~ >2 ~l~ >i ®l+ >2 ) 

v2 

= >i (8) 1 5 > 2 ) <g> (|+ > A|- >) 

Cette fois ci, la partie spatiale est symetrique, alors que la partie spin est anti- 
symetrique. 

En particulier, deux particules ayant le meme etat de spin, ne peuvent etre au meme 
endroit x, car d'apres ci-dessus, 



■ip(x,x) = —ip(x,x) done ip(x,x) = 0 
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Ce principe d'exclusion agit done comme une repulsion, bien qu'il ne s'agisse pas 
d'une force a proprement parler (il n'y a pas de particule qui transmet la force, 
comme le photon transmet la force electromagnetique). 
o Les particules composees d'un nombre impair de fermions sont approximative- 
ment des fermions en regime de faible concentration. Par exemple le neutron est 
compose de 3 quarks (u, d, d) est approximativement un fermion (de meme pour le 
proton). 

o Ce principe d'antisymmetrie des fermions a des consequences observables tres claires 
en physique. Elle explique : 

— pour les neutrons et protons, la structure des noyaux nucleaires. 

— pour les electrons, les regies de remplissage des niveaux d'energie electronique 
des atomes ou molecules. 

— le remplissage des etats electroniques dans les solides cristallins. Ce remplissage 
est a l'origine des proprietes isolantes ou conductrices de ces materiaux, et fina- 
lement de la "solidite" et "impenetrabilite" de la matiere solide a notre echelle. 

- Elle explique la taille, et les proprietes des etoiles "naines blanches", ou les elec- 
trons sont soumis a ce principe d'exclusion (et de meme la taille des etoiles a 
neutron). 

5.3.1.2 Particules de spins entier, les Bosons 



Principe : L'experience montre que dans la nature, chaque paire de particule identique 
elementaire de spin entier 0, 1, 2, . . . est dans un etat de la forme dite symetrique, notee : 

> V|V> 2 >= —= (|^i > «#2 > +1^2 > 8#i >) (5.3.2) 
a/2 

ou toute combinaison lineaire (i.e. superposition) de tels etats symetriques. Les autres 
combinaisons sont done interdites. 



Remarques 

o Les particules soumises a ce principe sont appelees des Bosons. C'est le cas du 
photon, des gluons, et autres particules de Jauge Z,W et Boson de Higgs, ... 

o C'est aussi le cas pour les particules composees de spin entier (contenant un nombre 
pair de fermions) mais seulement dans l'approximation des faibles concentration. 
Par exemple les mesons K,tt = (q,q) (contenant un nombre pair de quarks), les 
atomes et molecules de spin entier comme He^ = (p,p,n,n,e,e), contenant un 
nombre pair de protons, neutrons et electrons, atome hydrogene H = (p, e), noyau 
deuterium d = (p, n). reference : [MR901 g2.1.6]. II est curieux que dans [CBFjp.1387 



ce probleme ne soit pas aborde. 

Cette correspondance appelee spin-statistique se justifie en theorie quantique re- 
lativiste. 
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o L'espace total des combinaisons lineaires d'etats symetriques est note : 

U totoX = U\ "H = S{U®U) 

o Si les deux particules ont le meme etat de spin, disons |+ >G % S pim l a fonction 
d'onde des deux particules est symetrique : 

ip(x2,xi) = tl){xx,x 2 ) 

II n'y a pas de propriete d'exclusion comme dans le cas des fermions. Au contraire, 
il est "favorable" que deux particules soient dans le meme etat, ou au meme endroit 
x. Cela amene au phenomene de condensation de Bose a basse temperature (voir 
Cours de physique Statistique a ce sujet, [ DGLR89] ). 
o Un faisceau laser contient un grand nombre de photons (n ~ 10 20 ) qui sont tous 
(idealement) dans le meme etat quantique, correspondant a un mode d'onde elec- 
tromagnetique precis. Cela est possible car le photon est un boson. 

5.3.2 Plusieurs particules identiques 

Nous presentons le formalisme pour decrire l'etat quantique de N fermions ou N bosons. 
Notons il un operateur qui permute les N etats. Par exemple pour N = 3 : 

7T (|-01 > <8#2 > ®|^3 >) = (|^2 > <8»|^1 > ®|^3 >) 



l¥i> l¥ 2 > l¥ 3 > 

V 

l¥ 2 > l¥i> l¥ 3 > 
Figure 5.3.1 - Une permutation n de trois etats, de signature a(n) = (—1). 

II y a iV! fagons de permuter N etats. Les operateurs ir correspondants ferment le 
groupe symetrique S N (voir |Bac| ). 

La signature d'une permutation notee a(ir), vaut (+1) ou (—1) selon que le nombre 




de croisements est pair ou impair dans le diagramme de correspondance (figure 5.3.1). 
5.3.2.1 Cas des bosons 



Un etat de N bosons est une combinaison lineaire (i.e. superposition) de toutes les 
permutations possibles, de la forme : 
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|V>i > v|^ 2 > v... \i[> N >-- 



^2 n (IV"! > ®l^2 > ® • • • ® |VJV >) 



appele etat totalement symetrique. 



Par exemple pour N = 2, on retrouve (5.3.2), et pour N = 3, cela donne : 



|^l > V|^ 2 > V|^ 3 >= 



V6 



(1^1-02^3 > +|V'1^3'02 > +|^3^2^1 > +|^2^1^3 > +|V , 3^1^2 > +|V , 2^3^1 >) 



On note aussi l'operateur symetriseur : 



7T6>SjV 

qui agit sur l'espace 7/®-^ = "H <g> . . . <g> %. (c'est un projecteur orthogonal, voir plus bas). 
Ainsi : 

|V>1 > V|^ 2 > V . . . \lp N >= \^.S (|-01 > <g#2 >® • • • ® |-0JV >) 

5.3.2.2 Cas des fermions 

Un etat de iV fermions est une combinaison lineaire de toutes les permutations pos- 
sibles affectee de leur signature, de la forme : 



> A\ip2 > A...\ip N >-- 



\7rSSjv 



® |-0iV >; 



appele etat totalement antisymetrique. 



Par exemple pour iV = 2, on retrouve (5.3.1 ), et pour N = 3, cela donne : 



\ih > A|^2 > A|^3 > 

1 



(|^1^2^3 > -\*Pl*p3*p2 > -\^3^2^l > -|^2^1^3 > + 1 "^3 V 7 ! ^2 > +|^2^3^1 



On note aussi l'operateur anti-symetriseur : 



N\ 

qui agit sur l'espace H® N = % ® . . . <8> %. Ainsi : 

|^i > A\ip 2 > A . . . \%j) N >= V^VU (|V>1 > «#2 > ® • • • ® |^7V >) 
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Propriete : Si 7r est un operateur de permutation, alors pour un etat de N bosons : 

(|Vl > V|^ 2 > V . . . \lf) N >) = + CI-01 > V|^ 2 > V . . . \lp N >) 

et pour un etat de N fermions : 

7T > A\tp 2 > A • • • \lpN >) = O-(tt) (|-01 > A|V>2 > A • • • \lpN >) 



par exemple pour une transposition, qui est une permutation echangeant seulement 
deux particules, on a o{ti) = — 1. 

Ainsi les etats a N bosons sont des vecteurs propres des operateurs de transpositions, 
avec la valeur propre (+1). Et les etats a N fermions, sont des vecteurs propres des opera- 
teurs de transpositions, avec la valeur propre (—1). 

Demonstration. (Cohen pl379) montrons que nS = S et irA = a (ir) A : 

Nl f—i Nl ^ 

tt'GSm tt"=tt 7r'S5]\r 

ou on a effectue le changement de variable ir" = -ktt' , et utilise le fait que tt(Sn) = Sjv- De meme : 

' tt'£S n ' TT"eS N ' 7r"65jv 

ou on a utilise le fait que a^^ 1 ir") = a^" 1 ) <j{it") (morphisme de groupes) et done cr(7r _1 ) = 
o-(tt). 

□ 

Exercice Considerons un electron (fermion) qui peut etre dans M etats distincts, \e\ > 
, \e<i >, . . . \cm >■ L'espace de Hilbert H\ a un electron correspondant est done de dimension 
M. 

1. D'abord dans le cas simple M — 3, supposons qu'il y a un deuxieme electron . 
Donner alors une base de l'espace a deux electrons Hi — H\ A %\, et deduire sa 
dimension. 

2. Donner une base de % et sa dimension, pour M quelconque. 

3. Generalise^ pour N electrons, donner une base de "H^ et sa dimension, pour N et 
M quelconques. 

4. Meme question pour des bosons. 

Exercice 5.3.1. (de mathematiques). Montrer que S 2 = S, S + = S, et de meme A 2 = A, 
A + = A. Deduire que S et A sont des projecteurs orthogonaux sur des sous espaces de 
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— % <g) . . . <g) H, respectivement sur les sous espaces des etats totalement symetriques 

v v y 

N 

S (H® N ) et antisymetriques A (U m ) . Montrer que SA = 0 si iV > 2, et que S + A = I 
si N = 2. (L'etude des representations du groupe de permutation S N et l'utilisation des 
tableaux de Young permet de generaliser ces resultats). 

5.3.2.3 Fonction d'onde a plusieurs particules, Determinant de Slater. 

@@ 

5.4 Apergu sur les particules elementaires et forces ele- 
ment aires (*) 

Nous donnons cet apergu tres succinct, mais incontournable, car la mecanique quantique 
s'applique avant tout aux particules elementaires et a ses composes. 

La theorie actuelle en accord avec les experiences (le "modele standard") date des annee 
1970-80. 



Reference : http : / /public 


. web . cern . ch/Public/SCIENCE/TutorialWelcome_f r . html 


http : //www-pdg . lbl . gov 






Figure 5.4.1 - Trajectoires de particules apres une collision au CERN. 



5.4.1 Liste des particules elementaires 
5.4.1.1 La matiere 

6 quarks 
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charge electrique (en e) 


"up" u 


"charm"c 


"Top"t 


+2/3 


"down" d 


"Strange"s 


"Beauty or Bottom"b 


-1/3 



ces quarks n'existent que par groupes de deux (qq)ou trois (qqq), ou q denote un quark, 
et q denote un anti-quark. Ce phenomene s'appelle le confinement ; c'est un fait experi- 
mental pas entierement compris au niveau theorique. 

6 Leptons On indique la masse en MeV/c 2 . 









charge electrique (en e) 


electron : e (0.5) 


Muon : fj, (105) 


Tau : r (1777) 


+1 


Neutrino electronique v e 


Neutrino Muoniquez^ 


Neutrino T&uu T 


0 



5.4.1.2 L'antimatiere 

Chaque particule a sa particule " image" d'anti-matiere. II y a done 6 antiquarks, et 
6 anti-leptons, de meme masse que leur image, de charge electrique opposee, notes 
avec une barre. Exemple : e + = e— est l'anti-electron, aussi appele le positron. 

Remarque : une particule de matiere rencontrant une particule d'anti-matiere peut 
s'annihiler et donner de l'energie sous forme de rayonnement : 

matiere + antimatiere — > energie 

Ce processus a ete tres important au debut de l'univers. Apres une important phase 
d'annihilation mutuelle, il est reste de la matiere car elle etait en excedent de 1%. 

5.4.1.3 Les bosons de Jauge 

Ce sont des particules qui transmettent les forces elementaires. 

o Le photon 7, de masse nulle, transmet la force electromagnetique entre les parti- 
cules ayant une charge electrique. 

o 8 gluons g, de masse nulle, transmettent la force nucleaire forte entre les quarks. 

o Les bosons W et Z : W 0 ,W + ,W- de masse m = 80 GeV/c 2 , et Z 0 de masse 
m — 91 GeV/c 2 , transmettent la force nucleaire faible entre les particules de matiere 
et d'anti-matiere. (quarks et leptons). 

o Le boson de Higgs m = 125 GeV/c 2 . 
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Remarques : 

o Les neutrinos ne sont sensibles que a la force nucleaire faible, et n'interagissent 
done que tres peu. lis peuvent traverser la Terre facilement. II y en a 200 par m 3 , 
provenant d'un reste "fossile" du Big Bang. Ref : Pour la science, juillet 2010. 

o L'interaction gravitationnelle est aussi une force elementaire, mais on ne sait pas si 
la theorie quantique s'applique pour elle. Autrement dit, on ne sait pas si il y a une 
particule de Jauge associee que Ton appelerait le graviton. 

5.4,1,4 Particules elementaires stables 

II y a done peu de particules elementaires. Surtout que la plupart cites ci-dessus sont 
instables : elles ont une duree de vie tres courte. Elles apparaissent lors dc collisions ener- 
getiques, et se desintegrent tres rapidement. Les particules elementaires stables sont 

e~ , neutrinos , 7 

les quarks q et les gluons g n'existent pas a l'etat individuel. 

5.4.2 Les particules composees 

La richesse et la diversite de la nature vient que ces particules elementaires s'assemblent 
pour former des "particules composees" tres variees. 

5.4.2.1 Les mesons : 

les mesons sont composes de deux quarks qq avec des gluons qui les lient. Par exemple 
le meson appele "pion 7To" est une superposion quantique : 

7r 0 = —j= (\dd > —\uu >) 
v2 

de masse m = 140 MeV/c 2 , de charge 0. 

5.4.2.2 Les baryons : 

Les baryons sont composes de trois quarks qqq avec des gluons qui les lient. Par exemple : 

Proton p : (uud) masse = 939 MeV/c 2 , charge + 1 
Neutron n : (udd) masse = 940 MeV/c 2 , chargeO 

5.4.2.3 Noyau nucleaire 

Un noyau nucleaire est compose de protons et neutrons. Par exemple 

Helium 4 : (ppnn) 
II faut une proportion de neutron et protons adequate pour former un noyau. 
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5.4.2.4 Composes plus elabores : atonies, molecules, materiaux,... 

Ensuite, les noyaux s'entourent d'electrons pour former des atomes, les atomes s'as- 
semblent pour former des molecules, des materiaux, des fluides. . . 

5.4.2.5 Particules composees stables 

Les particules composees stables sont : le proton p, les noyaux nucleaires legers (He,C,0,. . .) 
les atomes, les materiaux,. . . 
Remarque : 

o le neutron isole est instable, avec une duree de vie moyenne de 15mn (887 s. preci- 
sement). 

o L'antimatiere serait stable sans l'environnement de la matiere. On a fabrique des 

atomes d'anti-Hydrogene composes de p~ et e + . 
o Le LHC au CERN, etudie depuis 2010 des collisions p + p a hautes energies. On 

espere de nouvelles decouvertes. 



Deuxieme partie 
Outils et methodes 
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Chapitre 6 



Symetries et regies de conservation 



Ce chapitre entame une deuxieme partie du cours ou Ton presente des methodes speci- 
fiques pour resoudre des problemes de mecanique quantique. Dans le chapitre [8] "methodes 
d'approximation", on presente differentes techniques standard d'approximation. 

Dans le chapitre [6] "Symetries", il s'agit d'exploiter les symetries du probleme. 



6.1 Proprietes et methodes de base 

6.1.1 Spectre commun de deux operateurs qui commutent 

Jusqu'a present nous avons discute le spectre d'un seul operateur a la fois. La propriete 
suivante qui concerne deux operateurs est tres utile pour la suite. 



Propriete Supposons que deux operateurs auto-adjoints ayant du spectre discret 
A et B, commutent, c'est a dire que 



A,B 



AB — BA = 0 



Alors il existe une base propre commune des deux operateurs. C'est a dire 
qu'il existe une famille de vecteurs \Vi > formant une base de W, tels que 

A\Vi >= aAVi > et B\Vi >= bAVi > 



Geometriquement, les espaces propres de A sont invariants par V action de 

B, et inversement. 

Plus generalement on pent enoncer une propriete similaire pour N operateurs 
qui commutent deux a deux. 
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Demonstration, (cf Bransden p205). 

Considerons tout d'abord un operateur A seul, et son spectre. On note a les differentes valeurs 
propres de A. Chaque valeur propre peut avoir une certaine multiplicity d a > 1, et l'espace propre 
correspondant note H a est de dimension d a . Ainsi on decompose : 

a 

Considerons l'operateur B. Soit un vecteur \tp >G % a . Par definition, A\ip >= a\ip >. Notons 
\ip' >= B\ip >, alors 

A\ip' >= AB\ip >= bA\i/> >= aB\i/j >= a\i// > 

done |y/ >G % a aussi. On dit que l'espace propre % a de A est globalement invariant par 

l'operateur B. On peut alors chercher le spectre de B dans chaque l'espace H a ■ Un tel vecteur 
propre \Vi > veriflera done B\V{ >= bi\Vi > et A\Vi >= a\Vi >, car \V{ >£ % a . 

□ 

6.1.2 Application : recherche du spectre de H 

L'application habituelle de cette propriete est la suivante : 



Si A est un operateur dont le spectre est connu, et si Ton a 


A,H 


= 0, alors la 


propriete ci-dessus permet de simplifier la recherche du spectre de H dans un espace 


H. 11 suffit : 






1. Chercher les espaces propres Ha de l'operateur A qui decomposent l'espace 


1~L — ® a 7~La 






2. Chercher le spectre de H dans chaque espace propre % a 







On a vu que la dynamique generee par H est interne a chaque espace % a . 

Exemples simples Voici des exemples (simples ; on verra des exemples plus compliques 
plus loin, montrant l'interet de la methode). 

1. Pour une particule libre dans (x,y,z), on a H = et done p , H =0, e'est a 

dire A 1 = p x , et A 2 = p y , et A 3 = p z . L'espace propre commun de valeur propre 
(p x ,Py,Pz) correspond a une onde plane \p x ,Py,Pz >(H est de dimension l).Par 
consequent les etats propres de H sont des ondes planes. 

2. Pour une particule a une dimension, dans un double puits de potentiel symetrique, 
cad V (x) — V (—x) , Vx, le Hamiltonien est H = ^ + V(x). Considerons l'opera- 
teur de parite V defini par : 

V : ip{x) — > ip(—x) 
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C'est un operateur unitaire. On a V 2 = I, et done ses valeurs propres sont ±1. 
L'espace propre associe a la valeur propre +1 note T-L + est constitue par toutes 
les fonctions paires. L'espace propre associe a la valeur propre —1, note est 
constitue par toutes les fonctions impaires. Ce sont des espaces de dimension infinie, 
et Ton a H = L 2 (R) = U+ © H_ . 



On a0 \H, 



V 



0, et la propriete ci-dessus, permet de chercher les fonctions d'ondes 



stationnaires (spectre de H), parmi les fonctions paires puis impaires. cf TD. 



6.1.3 Loi de conservation et groupe de symetrie dynamique 



H,A 



0, et que A soit un 



Dans un espace de Hilbert "H, supposons encore que 

operateur auto- adjoint. 

Rappelons que l'operateur auto-adjoint A peut s'interpreter comme etant une obser- 
vable physique, ou encore comme le generateur d'un groupe a un parametre de 
transformations unitaires : 



G(X) = exp y-ft^J » AgI 
De meme pour l'operateur H qui genere les operateurs unitaires d'evolution : 

t e R 

Les quatre relations suivantes sont alors equivalentes : 



U(t) = exp ( --HI 



H,A 

u(t),A 

H,G(t) 
U(t),G(t) 



0 
0 
0 
0 



en effet, par exemple si 



H, A 



0, alors 



U(t),A = exp(-iHt/h),A = J2n^(-iHt/h) ,A 



0 car 



H n ,A 



0, Vn. 



Nous allons voir maintenant que chacune de ces quatre relations a une interpretation 
ou une consequence physique specifique. 



Tout d'abord la relation 
Ensuite : 



H, A 



0 a ete exploitee au paragraphe precedent. 



1. preuve : Considerons V : K —> M defini par V (x) — —x. Alors l'operateur de parite est Vifi=tp o V. 
Or (0 o V)' = (ij/ o V) V = - (tp' o V) done pV = -Pp. Done p 2 V = Vp 2 . On a V (x) V = VV (x) done 
finalement HV — VH. 
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6.1.3.1 Loi de conservation 



De la relation 



U(t),A 



0 on deduit que quelque soit I'etat initial \ip >G 7i, la 

valeur moyenne de V observable A sur I'etat \ip{t) >= U (t) \tp) est constante au cours 
du temps : 

(if) (t) \Aif) (t)) 

— constante / t 



A)(t) 



(6.1.1) 



(V(f)liM*)> 

Plus precisement, toute la distribution de probability de I'observable A sur 



I'etat ifj (t), voir (1.6.1), est conservee. 



preuve : pour la valeur moyenne 

1 



A)(t) 



1 



< m\A\m >- 



< ip(0)\U + (t)AU(t)\4>(0) > 



(t < m\u + (t)u(t)A\m >= (i) (o) 



, car U + U = I. Et plus generalement, si V a est le projecteur spectral de A sur la valeur propre 
A a , la probabilite a la date t est (on utilise que U (t) est unitaire, et que V a , U (t) = 0) 



Pa (t) 



U(t)V a ^(0) 



n-0 (o)ir 



ii^(o)ir 



Pa(0) 



p,H 



0. Mors 



Exemples simples 

1. Pour une particule libre dans (x,y,z), on a H = 2—, et done 
(p) (t) = cste, e'est a dire que I'impulsion moyenne est conservee au cours du temps. 

2. Pour une particule a une dimension, dans un double puits de potentiel symetrique, 
H — + V(x), si I'etat [-0(0) > est une fonction paire (respect, impaire) a la date 
t = 0, alors elle reste une fonction paire (respect, impaire) a tout instant t. 



3. On a H , H =0 naturellement. Done (H)(t) = cste : I'energie moyenne est 
conservee. (Attention, on a suppose que l'operateur H ne depend pas du temps). 



Remarques : 

o Sur la brisure spontanee de symetrie, qui fait que certains etats observes ne res- 
pectent pas la symetrie de H. Ex : le crayon qui tombe, une particule dans un 
double puits, ou la vie qui a la chiralite droite (on assimile pas le Sucre "gauche"). 

@@ 

o Non conservation de la parite par l'interaction faible. (1956) @@. Toutes les autres 
forces connues conservent la parite. 
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De la relation U(t), G(X) = 0, Wt, A, on deduit que la dynamique est invariante 

par les operations de symetrie G(X). En effet le diagramme de la figure ( 6.1.l| (a) 
commute. On dit que le groupe d'operateurs G(X) est un groupe de symetrie 
dynamique. 



l¥(t)> 



U(t) 



mop 



GO) 



GOO 



4 



U(t) 



lv'(0)> 



G 



(a) 



Figure 6.1.1 - (a) La relation de commutation 



(b) 



U(t), G(X) = 0, Wt, A, signifie que partant 



d'un etat \ip(0) >, il est equivalent de le transformer et le faire evoluer ensuite, ou l'inverse. 



(b) La relation 



vecteur propre de meme energie 



H,G(X) = 0 montre que si H\ip >= E\ip >alors >= G\ip >est aussi 



La relation H,G(X) = 0 a pour consequence que si H\ip >= E\ip >, et si on 
transforme \ip' >= G\ip >, alors 

H\tfj' >= HG\ip >= GH\ip >= EG\ip >= E\rf > (6.1.2) 

done \ip' > est aussi vecteur propre de H, de meme valeur propre E. Voir figure 



6TTJb). 



Autrement dit l'espace propre d'energie E est invariant par Taction du groupe. 
Si \ip') n'est pas colineaire a |^), on deduit que la valeur propre E est degeneree. 
Mais il se peut que soit colineaire a On verra plus loin une regie generale a 
ce sujet (selon que le groupe de symetrie est commutatif ou non). 



234 



CHAPITRE 6. SYMETRIES ET REGLES DE CONSERVATION 



Exemples simples 

1. Pour une particule libre dans (x,y,z), on a H 



2m' 



et done 



p,H 



0. Or p est 



le generateur des translations en espace. II y a done invariance de la dynamique 
par translation spatiale. En termes plus simples, une particule libre aura la meme 
evolution independamment de son point de depart. 



2. On a 



H,H 



0 naturellement. Or H est le generateur des translations en temps. 

II y a done invariance de la dynamique par translation temporelle. En termes plus 
simples, une particule aura la meme evolution independamment de sa date de depart. 



Exercice (TD) : reflexion d'un paquet d'onde sur un mur. 

6.1.4 Impulsion totale et conservation 

Considerons deux particules en interaction mutuelle, (comme un electron et un pro- 
ton dans un atome d'hydrogene). Supposons que cette interaction soit decrite par une 
force derivant de l'energie potentielle V{x\ — x 2 ) qui ne depend que de la position relative 
(xi - x 2 ). 

L'espace de Hilbert total est 

Htot = U X ®U 2 = L 2 (M 3 ) ® L 2 (M 3 ) 
et le Hamiltonien total est l'operateur : 



H 



2mi 2m 2 



L'energie ne depend done que de la distance mutuelle x x — x 2 des deux particules. 

Le systeme est done invariant par translation de l'ensemble des deux parti- 
cules, dont l'operateur (de translation de A) agissant dans 'Htot est : 



cxp ( -^Pi-AJ exp (--^o 2 -A 



= exp y--p to t-X 

montrant que le generateur des translation de l'ensemble du systeme est l'operateur im- 
pulsion totale : 



Ptot =Pl+P2 



: impulsion totale 



(rappel : il s'agit en fait de p to t — Pi® Id 2 + Id 2 <g> p 2 , voir eq, 5.1.1 ). 

J3 

2. Plus generalement, ce calcul montre que le generateur G to t d'une transformation dans Htot = Hi 
Ti.2 ■ ■ ■ <8> %n es t la somme des generateurs Gtot = G\ © G% . . . ® Gn- 
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L'invariance par translation se traduit par les relations de commutation : 

0 (6.1.3) 
0 (6.1.4) 



H,pt 



ot 



et ont pour consequence que I'impulsion totale est conservee, que le systeme total 
est invariant par translation spatiale. 



Ptot J (t) = constante / t 

(Par exemple un atome d'hydrogene aura le meme comportement quel que soit sa 
position globale initiale). 

Plus generalement en physique, l'invariance par translation d'un ensemble de particules 
isolees est une propriete fondamentale qui est meme un principe en physique des particules 
elementaires (mais n'a plus de sens en relativite generate, car l'espace est courbe, et d'admet 
pas d'isometrie en general). 

Exercice 6.1.1. On considere 2 particules en interaction mutuelle. Le Hamiltonien est 

2mi 2m 2 

1. Poser M = mi + m 2 . On considere le changement d'operateurs (xi,pi,x 2 ,P2) — > 
x,p,X,P^j definis par 



rel. 



G : 



■ X 2 — X\ 

■ [m x p2 - m 2 pi) 
(mixi + m 2 x 2 ) 

Pi +P2 



— * — * 

Noter que X est la position du barycentre G, que P est I'impulsion totale et x la po- 
sition relative des 2 particules. Montrer que les nouveaux operateurs sont canoniques 
(i.e. [x,p x ] = ihl, etc.). Deduire que l'espace total s'ecrit 

n tot = u 1 ®U2 = Hrd. ® n G 



2. Montrer que 



H = H re i + Hq 
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avec m = ™^+^ 2 appelee la masse reduite. Noter que H re i agit dans H r ei seule- 
ment, que Hq decrit le mouvement libre du barycentre et agit dans %g seulement. 
On peut de maniere analogue ramener un probleme a N corps en interaction a la des- 
cription du barycentre G libre decouple de (N — 1) corps. Plus generalement, pour 
un groupe de symetrie, cette simplification s'appelle "la reduction symplectique". 



6.2 Groupe de symetrie dynamique commutatif : elec- 
tron dans un potentiel periodique cristallin, spectre 
en bandes. 



ref : Sakurai p265. [XJ85] . 

Pour modeliser la dynamique des electrons dans un cristal, une approche simplificatrice 
(approximative) et de negliger tout d'abord, l'interaction repulsive entre electrons. Cela 
permet d'etudier la dynamique d'un electron individuellement. 

Cet electron subit les forces electrostatiques exercees par les noyaux du cristal. Les 
noyaux sont ranges de fagon periodique. On modelise done ces forces par un potentiel V(x) 



periodique, selon les trois translations elementaires du cristal (voir figure 6.2.1) : 



V ix + h) = V [x + l 



V(x + l 3 ) =V(x) 



Vf e 



Noter que la position d'un noyau se repete comme x a ^ c 
entiers. Cela forme le reseau cristallin. 



ah + bh + els avec a,b,c G 2? 




A 



Figure 6.2.1 - Dans un cristal les atomes sont repartis de fagon periodique. On note 
h,h,h l es cotes d'une maille elementaire. 
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La dynamique d'un electron est decrite par le Hamiltonien : 

H=£- + V{£) (6.2.1) 

6.2.1 Explication qualitative de la formation de bandes 

Sans calcul, il y a une fagon simple de deviner la structure des niveaux d'energies 
electronique dans un potentiel periodique : 

Rappel : le potentiel Coulombien cree par un atome de charge +Z est 

V(r) = J-^hl 

Le potentiel cree par la structure reguliere d'atomes est la superposition de ces potentiels 



individuels, voir figure 6.2.2 



Si 




• •-■ - •- 



Figure 6.2.2 - 

Pour un electron dans le potentiel d'un atome pris individuellement, le spectre a basse 
energie est discret (comme l'atome H). Les etats stationnaires (orbitales atomiques) sont 
localisees. 

Mais a cause de la symetrie par rotation et du spin, les niveaux sont (quasi) degeneres. 
Rappel : pour l'atome H les niveaux d'energie sont 



E„ 



e,Z 2 



avec E\ = me 4 / (2h 2 ) = 13, 6 eV. et ensuite les autres nombres quantiques sont 0 < 
I < n — 1, I < m < I , spin = ±1/2. On appelle etats s,p,d,f,.. pour respectivement 
/ = 0,1,2,3,.. Au total : 



orbitales 


Is 


2s 


2p 


3s 


3p 


nombre de niveaux 


2 


2 


6 


2 


6 
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On s'interesse maintenant a un etat discret donne pour l'atome seul. cad (n, I, m, spin 
±|) fixes. 

o Si 2 atonies identiques voisins : Les orbitales atomiques sont reparties sur les 2 

atonies (liante-anti-liante) donnant 2 niveaux serres 
o Si 3 atonies identiques : on a de meme 3 niveaux serres. chaque fonction est repartie 

sur les trois atonies. 

o Si N atonies identiques (pour une mole, N m 10 23 .), il y aura N niveaux serres « 
bande d'energie et une fonction d'onde stationnaire est repartie sur tout le cristal 
appelee onde de Bloch. 
Voir figure |6.2.3| 

La largeur de la bande depend du recouvrement des orbitales atomiques. Done 
bandes etroites pour le niveau Is et bandes plus larges au dessus. 



4 U 



_2 aJ~<?<™**> 




T 



Figure 6.2.3 



Schema parlant : 

Par l'imagination, on ressere les atonies (distance inter-atomes a : oo — > 0). Les 
orbitales se recouvrent de plus en plus, alors les bandes passent de largeur 0 (degeneres) a 
tres larges (car recouvrement) 

Par ex : Sodium qui a 11 electrons par atome, et un ecart entre atomes a = 3.7, voir 



figures 6.2.4 Le remplissage des niveaux par les electrons donne la figure 6.2.5 



6.2.2 Ondes de Bloch 



Reprenons maintenant le probleme qui est de calculer le spectre de l'operateur |6.2.1 
en utilisant les symetries du probleme. 

Le but est de montrer que les symetries par translations sont responsables de la structure 
en bande du spectre. 

Considerons les trois operateurs unitaires de translations d'une maille elementaire, 



6.2. GRO UPE DE SYMETRIE DYNAMIQ UE COMMUTATIF : ELECTRON DANS UN P0TENTIE1 




r £ 



Figure 6.2.4 



rrt : rr\\t ■ Li r 

f > Mi -ill 




A hi- 

fun Ik 



Figure 6.2.5 - 



240 



CHAPITRE 6. SYMETRIES ET REGLES DE CONSERVATION 



Tt,T 2 ,T 3 : 




La periodicite du potentiel se traduit par les relations de commutations : 



On a aussi 



T T 



0, z = 1,2,3 



0, Vz,j = 1,2,3 



Montrant que le groupe de symetrie dynamique sont les translations discretes du 
reseau, et que c'est un groupe commutatif. 



Demonstration, la relation 
commutent). Pour montrer 



T T 



= 0 decoule de \pi,pj] = 0 (car les operations de derivation 
0, il faut utiliser : 



xTi = Ti [x + l 



(6.2.2) 



Cela decoule de x\x >= x\x >, et T(\x >= \x + k >, obtenu en eq. (2.1.11). Ainsi pour tout etat 



\x >, on a xTi\x >= x\x+U >= [x + Uj \x+k >. Et de meme Tj yx + kj \x >= yx + Uj Ti\x >= 

(x + lij \x + k >. Done xfi = Ti (^x + l^j. On deduit progressivement, que cela est aussi vrai 
pour toute fonction V(x), (d'abord sur les monomes, puis polynomes,...) c'est a dire : 



V x )T i = T,V 



dans notre cas, V [x + lA = V [x] ; par ailleurs 



Ti,p 



0 done 



H,T t 



0. 



□ 



Ensuite, d'apres la propriete de base page 229 afin d'etudier le spectre en energie de 



on cherche d'abord les vecteurs propres communs de Ti,T 2 ,T 3 . 
Ces trois operateurs sont unitaires, et done leur valeurs propres sont des nombres com- 
plexes de module 1, que Ton peut done ecrire sous la forme e~ tlfk 1 k = 1, 2, 3. 

En effet si f x \ijj >= \\ip >, alors \ip >= f^f^ >= f+f^ip >= \X\ip >, done |A| = 1. 
On note : 



t k \j> >=e~ l ^\jj >, k = 1,2,3 
et l'espace de Hilbert des vecteurs propres communs de Ti,T 2 ,T 3 , de valeur propre 



respectives (e 



-Itpx 



sera note % (tpx, (fi2, fz)- C'est a dire 



eH(<pi,<p 2 ,<P3) &T k \4> >=e-^ fc |V> >, k 



1,2,3 
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Cette derniere equation est equivalente a : 



i/j(x + l k ) = e iLPk ip{x), k = 1,2, 3 



(6.2.3) 



En effet, (voir aussi eq,2.1.9) : 

ip(x — l\) = (x — l%\ 



ixm\ 



< x\ip > 
ip(x) 



-lip! 



Ainsi, a <p — (<pi, <pz, cps) G [0,27r[ 3 fixes, la fonction d'onde tp est determinee par sa 



valeur qu'elle prend dans une cellule du cristal, voir figure (6.2.1) 



L'equation (6.2.3) est appelee conditions de Bloch, montrant que la fonction d'onde 



\ip > est periodique a une phase pres. 

Une telle fonction d'onde est appelee onde de Bloch. 



6.2.2.1 Spectre en bandes 

Pour <p = (</?!, ip 2 , (fs) G [0, 27r[ 3 fixes, c'est a dire dans l'espace de Hilbert H (0), il suffit 
ensuite de resoudre l'equation de Schrodinger 

Hlp&n = S&nVV.n (6.2.4) 

La resolution de cette equation, donne pour (p fixe, un spectre d'energie discret : 



E, 



71 = 0,1,2... 



et ipfr n est une fonction d'onde verifiant les conditions de Bloch (6.2.3). 

Noter que grace a la periodicite, au lieu de resoudre l'equation de Schrodinger dans 
tout le cristal, on est ramene a la resoudre dans une cellule seulement. Si il n'y a pas de 
symetrie supplementaire, on ne peut rien dire de plus. Le spectre est discret en effet car 



une cellule est compacte (comme un puits de potentiel). Voir argument de la figure 1.5.2 



(Les conditions de periodicite peuvent s'interpreter en disant que grace a la periodicite, 
l'espace de configuration est devenu un tore T 3 ). 

A n fixe, et pour different </?, la valeur E^ >n parcourt un ensemble d'energies appelee 
bande d'energie. Chaque bande est indicee par la valeur de n. 



La figure |6T2T6| montre Failure des bandes d'energie ainsi obtenues. 

Un intervalle d'energie n'appartenant a aucune bande est appele bande interdite. 



Reseau reciproque : les trois vecteurs h,h, h caracterisent le reseau cristallin et ferment 
une base de M 3 . Le reseau dual (au sens de l'algebre lineaire, voirs cours de Ml [Faul ObJ). 
note ki, k 2 , h G (M 3 )* = M 3 est defini par 
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recouvrement 



Bande interdite 



Bande d'energie 



h/(21j) 



Figure 6.2.6 - Allure du spectre d'energie d'un electron dans un potentiel periodique. On 
a represents seulement la dependance en ipi e [— 7r, 7r]. 



C'est done la base duale dans l'espace dual. Les angles de Bloch sont les composantes d'un 
vecteur dual k £ (R 3 )* par rapport a ce reseau reciproque : 

k = ipiki + <p 2 k 2 + ^3^3 

— * 

On associe aussi p = hk. Ainsi : 

p.lj = hk.lj = h(fj, j = 1, 2, 3 
On peut ecrire la fonction d'onde sous la forme : 

ip{x) = e lE h~ up(x) 

avec u p (x) qui est periodique (periodicite du reseau et sans phase), car : 



u 



/ — * \ { — * \ -p.x ■ p-h , ■ v. x ■ p h 

p US+lA = (x + h) e- l ^e~ 1 ^ = i) (x) e^e-'Ve-'V 

= Up (x) 



ainsi ip(x) est comme une onde plane e* P ft , modulee periodiquement par u p (x). Pour ces 
raisons de forte similarite avec l'impulsion, le parametre p est appelee la quasi-impulsion. 
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Remarques 



o Eq 6.2.3 s'ecrit aussi : 



f k \ip >= exp f IV* >= ex P ) 1^ >» fc = 1, 2, 3 

montrant aussi l'analogie entre la quasi-impulsion p et une impulsion, 
o Noter aussi que si le cristal a une symetrie de parite @@, alors E_ p ^ n = E PjTl , qui se 

traduit par une symetrie des bandes. 
o Pres du minimum d'energie d'une bande, avec un developpement limite, on peut 

approximer E n {p) par une parabole, et ecrire : 

E n ( Pl )=E 0 + ,r 



2m* 

la coefficient m* s'appelle la masse effective de l'electron. En effet un paquet 
d'onde electronique situe pres du bas de la bande, aura les meme proprietes dyna- 
miques qu'une particule libre de masse m*. 
o Par exemple dans le Germanium, m* = 0,6 m e . 

o En fait, comme p a trois composantes, m* est un tenseur symetrique de rang 3. (voir 

formule sur le developpement limite @@). 
o Pres du maximum d'energie d'une bande, on peut aussi approximer E n (p) par une 

parabole, et ecrire : 

E n ( Pl ) = E 0 - P1 



2m* 



la coefficient m* t s'appelle la masse effective des trous. (voir cours de physique du 
solide). 



Resume II faut retenir le double aspect d'une onde de Bloch decrivant un electron dans 
un cristal : 

o nature d'electron libre car etendu sur tout le cristal, comme une onde plane, et 

le spectre est continu dans une bande. 
o nature d'electron lie : car modulation de l'onde autour de chaque atome et ca- 
ractere discret de l'indice de bande n. 
En d'autres termes, le spectre d'energie en bande a une partie discrete (l'indice n), liee a 
des ecarts d'energie AE grands, car relies a la dynamique a une petite echelle de temps r 
au sein d'une cellule du cristal (relation d'incertitude r AE ~ h), et une partie continue 
(indice ip ou p ) lie a la dynamique balistique a plus grande echelle de temps a travers le 
cristal. 

En termes simples, l'aspect discret des differentes bandes est lie au detail du potentiel 
dans une cellule du cristal, alors que l'aspect continu des bandes est relie a l'invariance par 
translation des cellules dans le cristal. 
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Manifestation physique de la structure en bandes Comment expliquer que certains 
materiaux sont isolants comme le soufre, avec une resistivite enorme : 

Psoufre - 10 17 fi.cm 
et que d'autres sont conducteurs comme le cuivre : 

<°cuivre — 1? 7 10 _6 fi. cm 

et d'ou vient une telle difference (23 ordres de grandeurs!) ? 

Pour ces materiaux qui sont des cristaux, la structure en bandes d'energies est essentielle 
pour expliquer l'existence de materiaux isolants et materiaux conducteurs. II y a un grand 
nombre d'electrons dans un cristal, et ils sont soumis au principe d'exclusion de Pauli. 
Ainsi ces electrons occupent les etats de plus basse energie des bandes, a raison de un 
electron par etat, voir figure [67277 



Lorsque ces electrons remplissent entierement certaines bandes (dites de valence) et 
laisse les suivantes completement vides, cela donne un materiau isolant. En effet les elec- 
trons sont figes dans leur etat quantique, et ne peuvent changer d'etat car les etats voisins 
sont deja occupes. II n'ont pas assez d'energie pour atteindre la bande superieure qui est 
vide. Ils peuvent cependant l'atteindre mais avec une probability ~ exp (—AE/kT) ou AE 
est la largeur du gap. Noter que kT ~ l/40eV a temperature ambiante, et que AE peut 
atteindre plusieurs eV. Cela explique la tres faible valeur de la conductivity des isolants. 

Au contraire si la derniere bande (dites de conduction) est partiellement remplie, cela 
donne un materiau conducteur (conducteur du courant et de la chaleur), comme dans le cas 



du Sodium, figure [67275] car il y a des etats quantiques inoccupes pres des electrons qui sont 
au seuil du remplissage. Le moindre champ electrique applique permet a ces electrons de 
changer d'etat et de se deplacer, engendrant un courant electrique. (Voir cours de physique 
du solide). 

Le spectre en bande d'un cristal est a l'origine de la technologie des 1/2 semi-conducteurs. 
(Voir cours de physique du solide). 



Exercices : 

o determiner la densite de niveaux dans certains cas @@. 

o Probleme sur le spectre de Hofstader, voir examen novembre 2002. 

o TD : Modele de potentiel periodique avec faible couplages @@. 



6.3 Groupe non commutatif : les rotations et le moment 
angulaire 

Dans le paragraphe precedent nous avons vu comment utiliser une symetrie associee a 
un groupe commutatif (le groupe des translations en espace), pour trouver le spectre de 
H. 
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excitation 
peu probable 



Niveau de Fermi 
Excitations possibles 



Isolant 



Conducteur 



Figure 6.2.7 - Schema du remplissage des bandes, expliquant la difference isolant- 
conducteurs. 



Dans ce paragraphe, on considere des problemes qui ont une symetrie par rotation, 
comme c'est la cas pour un electron en orbite autour du proton dans l'atome d'hydrogene. 
On va aussi appliquer les proprietes generates enoncees ci-dessus, mais comme nous 



l'avons vu en page |185| le groupe des rotations est non commutatif, et cela apporte quelque 
chose de nouveau. 

Supposons done que H est invariant par rotations, ce qui se traduit par : 



la 



H 



0. 



Vu, a 



(6.3.1) 



ou 



0, Vu,a,t 



Ra(a),U(t) 

ou i?a (a) est l'operateur de rotation d'un angle a, autour de l'axe u. 



Exemple Un exemple simple et important est le cas d'une particule dans un potentiel 
central, cad ne dependant que de la distance r a l'origine, et non de la direction : 

H=-jf- + V(r), n = L 2 (R i ) 
2m v ' 

C'est le cas par exemple pour l'atome d'hydrogene ou V(r) = — 47r 6 £ - , mais cela peut aussi 
concerner un electron libre dans une sphere metallique de rayon R, (V(r) = 0 a l'interieur, 
r < R , et V = oo a l'exterieur, r > R). 



6.3.1 Generateurs du groupe de rotation dans 7i eS pace — L 2 (M 3 ) 
Ref : Sakurai p!96. [XJ85] . 
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Un systeme quantique general peut etre compose de plusieurs particules ayant des 
degres de liberte spatiaux et de spin. 

Nous avons vu l'expression de l'operateur rotation R$ (a) dans l'espace quantique du 
spin T-igpin- Ses generateurs ont ete defini en eq.(187). 



Interessons nous maintenant a la partie spatiale, par exemple a une particule sans spin. 
Son etat quantique est done specifie par sa fonction d'onde ip G Hespace = L 2 (M 3 ). On va 
chercher l'expression des operateurs rotation et de ses generateurs. 

La rotation d'un angle a autour de l'axe z de la fonction d'onde ip s'exprime en coor- 
donnees spheriques (r, 9, ip) par : 



ip' (r, 9, ip)= [R z (a) ip) (r, 9,<p)=ip (r, 9, if -a) 



(6.3.2) 



voir figure 6.3.1 




(p-a 



Figure 6.3.1 - Rotation d'un angle a autour de z, montrant que ip' (r,9,<p) 
R z («) ip) (r, 9,ip) = ip (r, 9,ip-a). 



Or par definition du generateur L z on doit avoir : 



on peut trouver alors L z en derivant (6.3.2) par rapport a a (et posant a = 0) 



h J dip 
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donnant : 

L - — 

i dip 



Remarquer que ce resultat est analogue a p x = -S- obtenu figure 2.1.1 generateur des 



i dx 

translations. 



6.3.1.1 Ecriture vectorielle independante des coordonnees 



Propriete 

les generateurs des rotations dans 7i esp ace = L 2 {R 3 ), note L = (L x , L y , L z ^j est 
donne par : 

{L x = yp z - zp y = -ih (yd z - zd y ) 
L y = zp x - xp z = -ih (zd x - xd z ) 
L z = xp y - yp x = -ih (xd y - yd x ) 

L'operateur de rotation d'une fonction d'onde d'un angle a autour de Vaxe u, \\u\\ = 
1, est donne par 

Ray®-) = exp | — i-z-o; 



Demonstration. On ecrit d'apres les lois de changement de variable dans les derivees partielles 

d / dx d dy d dz d 

dip \ dp dx dip dy dp dz 

or x = r sin 0 cosy?, y = rsin^sinc^, z = rcos6, done |^ = — rsin^siny9 = —y, etc, donnant 

■ t ( 9 d 

L z = -in -y-w- + x— 
\ dx ay 

etc. 

Preuve graphique : on verifie dans le cas particulier L z = \L\ = If Ap\ = p-Pip, voir figure 



6.3.2 



avec p = rsinO, et p v = j^j, et du = pdp, donnant bien L z = j^z. La relation valable 
pour 1' axe z est en fait valable pour toute direction, car il n'y a pas de direction privilegiee. 

□ 

Remarques : 

o L'expression du generateurs des rotations L = f A p est identique en mecanique 
classique. (Le verifier dans le cas de L z avec les equations de Hamilton). 
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Figure 6.3.2 - 



o Pour une expression en coordonnees spheriques, voir Cohen |CBF| p. 667. Cette 
expression montre comme attendu que la variable r n'intervient pas. 

o Une rotation de 2n d'une fonction d'onde la laisse inchangee, done, (contrairement 
au rotations du spin 1/2 dans l'espace T-L S pin)i 011 a pour les rotation dans l'espace 



Ra (2?r) = Id 



(6.3.3) 



Ici pour la rotation de la fonction d'onde spatiale, une rotation dans l'espace (a;, y, z) 
est caracterisee par une matrice 3x3, Orthogonale, de determinant 1, car conserve 
l'orientation (dite Speciale), il s'agit done du groupe de matrices note SO (3), voir 
Sakurai pl69. 

Rap pel : Le groupe de rotation du spin est identifie au groupe SU(2), voir page 



189 



et verifiait. Ra (2ir) = —Id. 



6.3.1.2 Relations de commutations 

On a 



[L x ,L y ] = ihL z (6.3.4) 
[L y , L z \ = ihL x 
[Lzi Lx] — ihLy 

Ce sont les "relations de commutation de l'al- 
gebre de Lie du groupe de rotation SO (3)". 
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preuve (TD) : ces relations ont deja ete calculees pour le groupe de rotation du spin, voir 



eq 4.5.1 Elle traduisent la non commutativite du groupe de rotation. Mais on peut les calculer a 
nouveau directement ici : 



[L x , L y ] = [yp z - zp y , zp x - xp z ] 
= VPx [p z ,z] +p y x [z,p z ] 
= ih (xp y - yp x ) = ihL z 



car [z,p z 



ih. 



6.3.2 Moment angulaire total et conservation 

Considerons un systeme quelconque constitue de plusieurs particules ayant chacune un 
spin 1/2 ou non. 

En general, il peut y avoir des interactions entre ces particules et des interactions entre 
le mouvement des particules et leur spin (en effet une particule chargee en mouvement cree 
un champ B qui agit sur le moment magnetique de spin), et aussi des interactions entre 
les spins, pour la meme raison. 

Cependant on suppose que le systeme total est isole, et par consequent qu'il est 
invariant par une rotation globale du systeme. 



Voir figure 6.3.3[ Dans cet exemple, l'espace de Hilbert total est (en supposant les 
particules discernables) 



n 



tot 



H. 



espacel 



spin! 



espacel 



spin2 




Rotation 
globale 



"0- 



s 

-J 



Figure 6.3.3 - Une rotation globale s'applique sur la position et aussi le spin de chaque 
particule. 



6.3.2.1 Exemples de termes d'interaction invariants par une rotation globale 

Entre le mouvement d'une particule et un spin il peut y avoir le couplage dit "spin- 
orbite" : 

Hspin—orbite A S\.L\ 
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ou A est une constante avec la bonne dimension. 

Entre deux spins, il peut y avoir un couplage de type "spin-spin" : 

H spin— spin B S1.S2 



6.3.2.2 Moment angulaire total 

L'operateur de rotation du systeme total d'un angle a autour de l'axe u est : 



/?,„/., 7 (n ) = exp j - jLi.ua J exp jSi.ua 
exp ( — jL2.ua j exp l--S2.ua 



exp \ --L tot .ua 



avec 



L tot = Li + Si + L 2 + S 2 : moment angulaire total 



(6.3.5) 



Montrant que le moment angulaire total (la somme des generateurs) est le 
generateur des rotation globales du systeme. 

L'invariance par rotation globale du systeme, s'ecrit : 



H,L 



, J-itot 



0 



ou de fagon equivalente : 



U(t),L 



tul 



0. 



H, RtotM (a) 



0. 



U (t) , R toUU (a) 



0. 



pour tous t, u, a. 

La loi de conservation qui en decoule est la conservation du moment angulaire total 



Ltot) (t) = constante/ 1 



(et plus generalement la conservation de la distribution de L tot d'apres page 232). 
De fagon equivalente, on a la relation 



Vtt, a, 



H, RtotM («) 



0. 



Rtot,u(a) = exp ( --au.L tot 



qui s'interprete en disant que les espaces propres de H sont invariants par les 
rotations globales. 

Remarquer finalement que les operateurs [L to t,x, L to t, y , Ltot,z) verifient les relations de 



l'algebre de rotation (6.3.4) 
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6.3.3 Espace de representation reductible et irreductible d'un groupe 



En termes mathematiques, un espace vectoriel invariant par les transformations d'un 
groupe d'operateurs, est appele espace de representation du groupe. 

Par exemple, ci-dessus, l'espace total T-i tot est un espace de repe sentat ion du gro upe 

les 



de rotation. Si H possede une symetrie de rotation alors d'apres eq.( |6.1.2[ ), page 
espace propres de H sont aussi des espaces de representation du groupe. 



233 



Definition Un espace vectoriell-i qui est espace de representation d'un groupe est 
dit reductible si il se decompose : 

H = u 1 @n 2 

oil %i et H2 sont des espaces aussi invariants par le groupe. 

Sinon, on dit que Ti est un espace de representation irreductible du groupe. 



Pour illustrer simplement cette notion, considerons le groupe de rotation autour de 
l'axe z, qui agit dans l'espace (de representation) M 3 . On observe que le plan (x,y) est 
invariant et de meme pour l'axe z seul. Ainsi pour ce groupe de rotation, l'espace IR 3 est 
reductible : 



plan x,y 



Mais le plan (x,y) et l'axe z sont eux irreductibles. Voir figure 6.3.4 



ZM 



axe z 



rotation 




Plan x,y 



Figure 6.3.4 - 



Nous allons voir dans la suite, page 266 que cette notion d'espace irreductible est 



tres importante : nous allons montrer que les espaces propres d'energie d'un Hamiltonien 
invariant par rotation sont des espaces de representation irreductible dans le cas general. 

Mais avant cela, nous allons caracteriser precisement ces espaces de representation 
irreductibles. 
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6.3.4 Espace de representation irreductible d'un groupe commu- 
tatif 



Propriete : Pour un groupe commutatif unitaire sur un espace de Hilbert 
complexe, les espaces de representations irreductibles sont de dimension 1. 



Demonstration. Si les operateurs de groupes Gi, G2 ■ ■ ■ (cm generateurs d'un groupe commutatif) 
Gi, Gj = 0, alors les vecteurs propres communs (qui existent et forment un base d'apres 



veriflent 



page 2291 sont une decomposition de l'espace total en espaces de dimension 1. Chacun de ces 



vecteurs propres engendre un espace qui est invariant et de dimension 1 done irreductible. 



□ 



Remarques Sur un espace vectoriel reel, ce n'est pas vrai car un operateur meme sy- 
metrique, n'est pas toujours diagonalisable. II peut y avoir des espaces irreductibles de 



dimension 2 comme sur la figure 6.3.4 



6.3.5 Espaces de representation irreductibles des groupes de ro- 
tation SU(2) et SO(3) 

Ref : Sakurai [XJ85] p. 188, Cohen [UBF] p. 653. 

Nous allons voir maintenant que l'aspect non commutatif du groupe de rotation etudie 



page 185, joue done un role important, car il "permet" aux espaces irreductibles notes Vj 
d'avoir une dimension superieure a 1. 

(Ce paragraphe est un peu technique. Mais on aura besoin de ses resultats dans la 
suite.) 

On s'interesse ici a des operateurs unitaires de rotations qui agissent dans un espace de 
Hilbert donne H. On s'interesse d'abord aux generateurs des rotations unitaires agissant 
dans cet espace. 
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Propriete Soient des operateurs autoadjoints J x , J y , J z dans un espace de Hilbert 
%, verifiant Valgebre de Lie du groupe de rotation : 



Jxi Jy 



ihJ z , etc... 



alors ~J := J 2 + J 2 + J 2 commute avec tons les elements de Valgebre de Lie : 

= J*, J z ] = 0 

Le spectre commun des operateurs J z et J 2 est de la forme 



J i Jx 



J 2 J 



J 2 \h m >= h 2 j(j + m > 
J z \j,m >= mh\j,m > 

ou j est entier ou demi-entier (j — 0, |, 1, |, 2, . . .) et 

m = —j, + : prend (2j + 1) valeurs 



(6.3.6) 

(6.3.7) 



On definit les operateurs d'echelle 

.1 



Jx iJy 
Jx ^ Jii 



(noter que ( J 



J + ), verifiant : 



J + ,J- 



Jz, J± 



= 2hJ z 
±hj± 

0 



(6.3.8) 



et : 



J\J± 



A 1 /2 

J+\j, m >= [(j — m) (j + m+ 1)] h\j, m + 1 > 
J- \j, m >= [(j + m) (j — m + 1)] ' h\j, m — 1 > 



Voir figure 6. 3.5 



A j fixe, les vecteurs \j, m >, m = — j, — j + 1, . . . + j forment done une base ortho- 
normee d'un espace note Vj, de dimension (2j + 1). L'espace Vj est un espace de 
representation irreductible du groupe de rotation. 

Tout espace de representation du groupe des rotations peut se decomposer comme la 
somme d'espaces irreductibles : 

n = v h ®v j2 @... 

(avec des indices qui peuvent se repeter). 
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etc... 



j=l/2 



j=0 



j=l 



j=2 
3=3/2 



-3/2 -1 -1/2 0 1/2 1 3/2 



m 



:H, 



:H 



3/2 



:H, 



:H 



1/2 



Figure 6.3.5 - Schema des vecteurs propres communs de J z et J 2 , notes \ j,m >, et action 
des operateurs d'echelle J±. Les vecteurs \j,m) de la ligne j, avec m = — j — > +j, ferment 
une base de l'espace Hj. 



Demonstration. (*) Noter que la situation e st tr es similaire au spectre de l'oscillateur Harmo- 
nique, avec les operateur a,a + ,N, voir page 106 En general pour 3 operateurs A, B, C on 
a 

[AB, C] = ABC - CAB = A([B,C] + CB) - CAB 
= A [B, C] + [A, C] B 

En particulier pour 2 operateurs, [A 2 , B] = A [A, B] + [A, B] A done 

[J 2 , Jg] = [J 2 , J z ] + [jy, J z ] = ik (~J x Jy - JyJ x + JyJ x + J X Jy) = 0 

. De meme on peut montrer que [J 2 , J x ] = [J 2 , J y ] = 0. Comme J 2 et J z commutent, ils possedent 
une base de vecteurs propres communs. Notons \a, m > un vecteur propre commun des operateurs 
J 2 et J z : 

J 2 \a,m >= h 2 a\a,m > , a£R 
J z \a, m >= hm\a, m > , m G M 



Noter que 



ct 



ct 



[J +J J_]= ( Ja; + I Jy J , ( J x - Uy 



Jz, J± 



Jxi Jy 



Jz, Jx i iJij 



+ 1 



Jy, Jx 



2hJ z 



iHJy ± 1 ( —ikj;i 



J 2 J± 



0 



±hj± 



Remarque : Les trois generateurs J x , J y , J z forment une base de l'algebre de Lie (espace vectoriel 
de dimension trois), dite algebre de Lie so(3) ou su(2). Les trois generateurs J z , J+, J_ forment une 
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autre base de cette meme algebre, qui est plus interessante, pour les relations de commutations 
(Cette base s'appelle la decomposition de Cartan de l'algebre su(2) complexiflee. Voir page 



103D - 

On a : 



J z ( J±\a, m > ) = y±hJ± + J±J z j | a, m > 
= h (±1 + m) ( J±\a, m > 



ct 



done on pose : 



J ( J±\a, m >j = J±J \a, m >= H a f J±\a, m > 

\a,m' = m ± 1 >= — ( J±\a, m > 
c± V 

ou c± est une constante reelle positive, de normalisation, a determiner. 

Ainsi a partir du vecteur \a, m >, on construit un vecteur \a, mil >, etc.... Cette construction 

s'arrete lorsque le vecteur (j±\a, m est nul. 
On a 

a — m 2 =< a, m\J 2 — J 2 \j, m > 
= - < a, m\j + j- + J_ J+\a, m > 







2 




( 


j_|a, m > 


+ 


J+ a, m > 



(on a utilise J 2 = J 2 + J 2 + J 2 = \ [J+J- + J+ J_ ) + J 2 ^ 



> 0 



done 



a > m 



done la construction ci-dessus s'arrete forcement a disons m m i n < m < m max , e'est a dire : 

J + \a,m max >= 0, 

J— | dj TflfYiin ^> — 0. 

et rrimax et m m i n sont separes par un entier : 
On a 

J 2 = J 2 + J 2 + J 2 = J 2 + i (j+J_ + J+J- 

= + J + J_ - ftj 2 

= J 2 + J-J+ + hj z 

Cette relation appliquee a \a, m max > et |a,m m j n > donne 

CI = nT'uiin ~\~ ITljfiiji 
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donnant : 

{jTLmin ~\~ fi) ~\~ ij^min ~\~ fi) — ^min ^min 
2 

■4=^ Tl -\- *2tI TTl m { n -\- Tflfxiin ~\~ H ~\~ TTlmin — 0 

<S> n(n + 1) + 2m min (n + 1) = 0 

n 

Tn m i n — — 

Done m max = m min + n = §, et on pose 

n . ... 

j = m max = — : entier ou demi — entier 

alors 

a = j (j + 1) 

et 

m = — j, . . . ,+j : (2j + 1) valeurs 

Normalisation, choix de c± : 
si | j, m > est normalise, on a 

\ c +,jm\ 2 \\\j,m + 1 >|| 2 =< j,m|J_J + |i,m > 

=< j, m\ J 2 — J 2 — hJz\j, tn > 

= ^ + 1 ) ~ m ( m + !)) 
et de meme pour c_ . 

D'apres ci-dessus, chaque espace Vj est de dimension (2j + 1), et les operateurs J±,J Z 
agissent a l'interieur de chaque espace Vj. II en est de meme par consequent, pour les opera- 
teurs (^J x , J y , J z ^j qui s'obtiennent par combinaisons lineaires, et pour les operateurs de rotation 

R x (a) = exp (^—iJ x a/Hj , R y , R z . Done chaque espace Vj est invariant par le groupe de rotation : 
e'est un espace de representation du groupe de rotation. Chaque espace Vj ne peut se decomposer 
en somme de deux espaces invariants par le groupe de rotation (i.e. Vj ^ Hi (BR2, avec R\ et R2 
invariants). On le devine en effet, car a partir de tout vecteur \j,m >, on peut obtenir \j,m' > 
par actions repetees de J±. Done Vj est un espace de representation irreductible du groupe de 
rotation. 

□ 



Representations irreductibles des groupes de rotation SO (3) (Rotation de l'es- 
pace) et SU(2) (Rotation du spin). 

On a d'apres (16.3.61) 



R z (2ir) \j, m >= exp ( —i^-2ir ) \j, m >= exp (— i m 2tc) \j, m > 



\j, m > si m entier 
— m > si m demi — entier 



par consequent : 



6.3. GRO UPE NON COMMUTATIF : LES ROTATIONS ET LE MOMENT ANG ULAIRE257 



o Si Vj est une representation du groupe de rotation SO(3), il faut que R(2ir) = I, 
(voir 



6.3.3), et done il faut que j (et done m) soit entier. Dans ce cas, on note : 

I 



J 



0,1,2,3, 



Les espaces de representations irreductibles du groupe SO (3) sont done seulement les 
espaces Vi caracterisees par l'entier I. Remarquer que V t est de dimension impaire 
(2Z + 1). 

o Si Vj est une representation du groupe de rotation du spin 1/2 (groupe 
SU(2)), il faut que R(Att) = Id, et done toutes les valeurs de j sont permises : 

' 4 '•;!•-••• 

Les espaces de representations irreductibles du groupe SU(2) sont tous les espaces 
Vj, caracterisees par l'entier ou demi-entier j. 



Remarques 

o De la relation 



0, on deduit que 



J\R 



0 pour tout operateur de rotation 



FLff,o = exp \ —iJ.uO/hj. On dit alors que J 2 est un operateur de Casimir du 
groupe de rotation. II en resulte que un e space de representation irreductibl e Vj e st 
un espace propre de J 2 (voir page 229), et comme le montre la relation (6.3.6) : 
la valeur propre associee est h 2 j(j + 1). Les espaces irreductibles Vj sont done 
caracterises (et classifies) par la valeur propre h 2 j(j + 1) de J 2 (directement relie 
a l'indice j). C'est le grand interet des operateurs de Casimir. Cela se generalise 



pour d'autres groupes. Voir par exemple page |284[ pour le groupe de Poincare en 
relativite. 

o Les vecteurs \j, m >, m = —j, . . . + j forment une base de l'espace Vj. Ces vecteurs 
sont vecteurs propres de J z , et le choix de cette base depend done du choix de l'axe 



z. 



Exemples deja rencontres d'espaces irreductibles Vj 

1. Pour decrire le spin 1 /2, l'espace T-L sp in = C 2 de dimension 2 et les operateurs 



S introduit a la section 



4.3 



s'identifie avec l'espace V\/ 2 pour j = 1/2, et aux 
operateurs J introduits ici. 

2. L'espace ordinaire IR 3 est naturellement un espace de representation irreductible 
du groupe de rotation SO (3). On devine alors que M 3 s'identifie a l'espace V [=1 . 
II reste a identifier les 3 vecteurs de base \l = l,m = — 1,0, +1 >, dans ce cas, a 
partir des 3 vecteurs de base de IR 3 , notes ici \x), \y), \z). 

(a) Premiere etape : on se permet de considerer des vecteurs a composantes com- 
plexes, comme \V) = a\x) + fi\y) +7^), &,(3,<p G C. On considere done C 3 
(l'espace complexifie de IR 3 ). 
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(cos 9 — sin 9 0 
— sin 9 cos 9 0 
0 0 1 

e~T Lz donne 

L z = ih[ d -^\ =ih( i ~o 0 



d9 



0 0 0 



Les 3 valeurs propres de cette matrice sont rah avec m = — 1, 0, +1 et les vecteurs 
propres associes sont |Z = l,m = 1) = \x)+i\y), \l = l,m = 0) = \l = l,m = 
-1) = |ar) -i\y). 

(c) Remarque : d'apres l'etude des harmoniques spheriques, faite plus loin, voir ta- 



bleau page 262 , on retrouve ce resultat (d'apres x = sin 9 cos ip,y = sin 9 sin cp, z = 
cos 9) 

\l = l, m = l) = Y x ,i oc sin^e^ oc |x) +i\y) (6.3.9) 



|/ = l,m = 0) = Yi }0 oc cos 9 oc |z) 



|Z = 1, m — — 1} = oc sin ^ oc |a;) — 



6.3.6 Application : calcul du spectre du rotateur rigide 

Nous avons dit plus tot que grace aux symetries d'un probleme, ici l'invariance par 
rotation, il etait plus aise de calculer le spectre d'energie. 

Prenons dans ce paragraphe, l'exemple d'un molecule diatomique rigide, ou rota- 
teur rigide. (On ignore ici les mouvement de vibrations de la molecule car on considere 
qu'ils sont trop rigides). Seul le mouvement de rotation de la molecule est considere. 



axe de rotation 





Figure 6.3.6 - Schema d'une molecule diatomique rigide, et de l'equivalence par un masse 
reduite fi = Mi+m 2 ' ^ e mouvemen t de la particule reduite est sur une sphere de rayon 
r 0 = |fi - f 2 |. 



(ref Bransden p272 |BC89| . Cohen p720 [CBF] ). 
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6.3.6.1 L'espace de Hilbert des etats quantiques 

Le mouvement de la particule reduite est sur la sphere S 2 , voir figure (6.3.6), et l'espace 
quantique de Hilbert est done 

U = L 2 (S 2 ) 

constitue par les fonctions d'onde ip (9, tp) dependant d'un point (9, p) sur la sphere. La 
sphere est en effet l'espace de configuration. 
On note par : 

\9,(p> 

la "fonction d'onde" de position (distribution de Dirac) localisee au point (9, cp). Autrement 
dit pour tp e H, 

4>(e,<p) = (e,<p\i/>). 

La relation de fermeture en position (sur la sphere) s'ecrit alors : 



2- 



1=1 d9 sm(6)d<p\8,<p)(6,<p\ 
'o Jo 



\9,<p}{9,<p\dn 

avec dVt = d9 sin(0) dip qui est l'element d'angle solide sur la sphere S 2 . 



(6.3.10) 



6.3.6.2 L'operateur Hamiltonien 

En mecanique classique, l'energie (cinetique) de la molecule est 

tt 1 2 1 2 2 

H = -iiv = -^r 0 u = - 

avec le moment d'inertie I = /ir^, et le moment angulaire L = r 0 p = r 0 /zf 0 = r 0 /ir 0 u; = Iuj. 

En mecanique quantique nous considerons done l'operateur Hamiltonien suivant agis- 
sant dans l'espace H = L 2 (S 2 ) : 




ou 



L* = LZ + Ll + Zi 



Nous cherchons le spectre d'energie discret de H. 



6.3.6.3 Spectre de H 



(cf Cohen p725 [CBF] ). 

On utilisera le resultat mathematiques suivant. 
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Theoreme 6.3.1. Dans Vespace de HilbertH = L 2 (S 2 ), chaque espace de representation 
irreductible T>i, I = 0, 1, 2, . . . apparait une fois et une seule : 

oo 

H = L 2 (S 2 )=®V l 

1=0 



Demonstration. Voir |Faul0b| (ou|Seg95j qui montre que cela decoule du theoreme de 
Peter-Weyl du groupe 50(3)). 



On notera \l,m), m = —I,... + I les vecteurs de base de T>i. On a 



H, L x 



0, 



H, Ly 



0, 



H, Ly 



0, mais [L x ,L y ] = ihL z ^ 0, done on ne peut pas chercher les 
vecteurs propres communs de L x et L y . Par contre [L 2 ,L Z ] = 0 done H,L 2 ,L Z sont trois 



operateurs qui commutent entre eux. On peut done appliquer la propriete page |229[ et 
s'interesser aux vecteurs propres communs de L et L z . □ 

II s'agit ici du groupe SO(3), et ces vecteurs propres communs, sont justement donnes par 
la propriete page |253[ avec / = j entier. Ces vecteurs sont notes : 



\l,m>, I = 0,1,2,... m = —/,..., +/ 

et appeles Harmoniques spheriques. On obtient ainsi le spectre du rotateur rigide (uti- 
lisant L 2 \l,m) = h 2 l{l + l) \l,m)) : 



H\l,m>= Ei\l,m>, Ei = —h 2 l(l + l) 



1 = 0,1,2,... m = 

(673.11) 



remarque : le theoreme 6.3.1 nous garanti qu'il n'y a pas d'autres niveaux). 



L'ecart entre les premiers niveaux est done de l'ordre 

h 2 

AE = — = 1,3 10- 3 eV 
21 

La valeur numerique est donnee ici pour la molecule HC1, montrant que les ecarts corres- 



pondent a des transitions dans l'infra-rouge. Voir figure 6.3.7 



Remarques 



Comme attendu dans le cas general, (figure 6.1.1), chaque espace propre d'energie 
E, est un espace invariant par le groupe de rotation, ici T>i. 

Le fait que le groupe de rotation soit non commutatif permet que les espaces de 
representations irreductibles soient de dimension superieure a 1, et done que les 
espaces propres soient de dimension superieure a 1. 
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etc... 



'1=2 



J l=3 



-3 -2 -1 0 \ 1 

E 



m 



1=0 



FIGURE 6.3.7 - Spectre E t = ^h 2 l (I + 1) du rotateur rigide. 

Ainsi la degenerescence du spectre du rotateur rigide est d'une part due a la symetrie 
par rotation, et d'autre part due a la non commutativite des rotations. (On verra la 



propriete generale ci-dessous, page 264). 



o Voir les consequences experimentales observables du spectre du rotateur rigide, cf 
Cohen p728 [UBF]. (TD ?) 

6.3.6.4 Les Harmoniques spheriques 



cf Cohen p668 [CBFJ. @@ Re-ecrire ce paragraphe, voir Stenberg p. 185 [Ste94| @@. 
II nous reste a determiner la fonction d'onde de chaque etat stationnaire harmonique 
spherique \l,m). 

La fonction d'onde de l'harmonique spherique \l,m) est notee : 



Y l m (9,<p) =< 9,(p\l,m > 



Leurs proprietes decoulent directement de l'etude generale des vecteurs \j, m >, faite 
page |253| : 



Proprietes 



o La relation de fermeture (6.3.10), donne la relation de normalisation : 



/*7T /*2"7T 

/ d9 / sm{6)d<p \Y^ m {e^)\ 2 = l 
Jo Jo 

o On a (Bransden p265) 

Y hm=l (9,<p) = 



21 + 1 (2/)! 



4tt 2 2l (l\) 2 

en effet, on verifie : L z Yij = MY^i et L+Yij = 0. 



1/2 



sin' (9) e lllp 
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o L'expression analytique des autres fonctions Y± 
l'operateur L_ sur Yi j. Voir tableau, et figure 



6.3.8 



, if) s'obtient par application de 



1 


m 


Harmonique spherique Y^ m (9, <p) 


0 


0 




1 


0 

±1 


^1,0= (If) V2 cos (0) 
Y 1>±1 = T(l) 1/2 sm6e^ 


2 


0 

±1 
±2 


^o=(4) i/2 (3cos 2 0-l) 
Y 2)±l = t (g) V2 sin 0 cos Be** 
^ ± 2 = (i) 1/2 sin^e ±2 ^ 



Les fonctions Yi >m (9, ip),l = 0, 1 . . ., m 
l'espace de Hilbert I? (S 2 ). 



-I, — I + 1, . . . + I forment bien une base de 



6.3.6.5 Parite des harmoniques spheriques 

remarquons ici une symetrie que possede les harmoniques spheriques Yi m (9, cp) par 
rapport a la transformation par parite ou par inversion : 

V : f 6l 2 i — > (—x) : parite (ou inversion) 

correspondant au groupe Z 2 = {/, — /}. 

En coordonnees spheriques, si x = (r, 9, <p), alors V (x) = (—x) = (r, tc — 9, <p + ir). On 
a done 

(vY lm ) (9, ip) = Y lm (V (9, ip)) = Y lm (ir-9,<p + >K) = Y lm (9, <p) (6.3.12) 

(pour la derniere egalite, voir |BC89] p. 265, par exemple. @@ faire ici @@). 
Done Yi m est de parite (—1)' (paire ssi / est paire) . 



6.4 Importance des representations irreductibles en phy- 
sique 

II ressort des etudes precedentes, une propriete generale tres utile dans l'etude des 
spectres d'energie des systemes quantiques : 
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Figure 6.3.8 - Dessin en polaire des distributions de probabilites \Yi m (9,(p)\ 2 . 
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6.4.1 Proprietes fondamentales : le Lemme de Schur et le theo- 
reme de Wigner 

Le lemme de Shur a plusieurs versions. Nous donnons ici la version la plus utile en 
mecanique quantique. D'autres versions sont donnees dans la preuve. Nous verrons ensuite 
des applications directes en mecanique quantique. 



Lemme 6.4.1. "Le Lemme de Schur". Soit A : Ti — >■ H un operateur qui agit sur un 
espace de Hilbert. On suppose que cet espace est somme d' espaces irreductibles d'un groupe 
G, prenons pour simplifier Vexemple de 2 espaces irreductibles : 



n = v i ® v k 



(6.4.1) 



que ces representations sont non equivalentes Vj % V k (cad j ^ k) et que pour toute 
transformation G G G du groupe : 



A,G 



0 



(cad que G est un groupe de symetrie de A). Alors V operateur A s'ecrit, par rapport a la 
decomposition (6.4-1) ■' 



A 



CLjl 0 



dj , a k G C 



0 a k I 

(et plus generalement si % est somme de plusieurs espaces irreductibles non equivalents). 



Remarque : autrement dit, si l'operateur A possede la symetrie du groupe G alors l'ope- 
rateur A est caracterise par seulement des facteurs A,/i pour chaque repres. irreductible. 
Ces facteurs sont d'ailleurs les valeurs propres de A. Nous verrons l'utilite de ce Lemme de 
Shur en pratique pour l'operateur Hamiltonien H } a la section @@ (et dans le TD 12). 

Demonstration. Nous effectuons la preuve en deux etapes. Avec deux lemmes A,B inter- 
mediaires. 

Lemme 6.4.2. ("Lemme de Schur A"). Si A : T>j — > V k est un operateur lineaire entre 



A,G 



0,\/G G G alors 



deux espaces de representation irreductibles du groupe G et que 

A = 0 ou A est un isomorphisme. Dans ce dernier cas, on dit que les representations 
sont equivalentes, Vj = V k . 
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o On a suppose que le schema suivant commutte : 

Vj A v k 
4- Rj 4- Rk 
V, A v k 

o Dans le cas du groupe des rotations, Vj = V k ssi j = k). 



Demonstration, (du "lemme de Schur A"). Le noyau KerA C Vj est invariant par G (en 
effet si ift G KerA, cad si Aift = 0 alors soit ift' = Gift. On a Aift' = AGift = GAift = 0 done 
ift' G KerA). Comme Vj est suppose irreductible, cela implique que KerA = 0 (A injectif) 
ou KerA = Vj (<£> A = 0). 

De meme ImA C V k est invariant par G (en effet si ip G ImA, ^ = A</?, alors soit 
ip' = Gift = GAlp = AGlp = Alp' . Done ift' G ImA). Comme V k est suppose irreductible, 
cela implique que ImA = 0 (<^> A = 0) ou ImA = V k (A surjectif). Au final, on a obtenu 
que A = 0 ou A est un isomorphisme (cad injectif et surjectif). □ 

Lemme 6.4.3. ("Lemme de Schur B"). Si A:Vj^t Vj est un operateur lineaire dans un 
espace de representation irreductible du groupe G et que A, G 
avec a G C. 



0 ; VG G G alors A 



al 



Demonstration. Les espace propres de A, notes H a C Vj sont invariants par G. Or on a 
suppose Vj irreductible. Done il n'y en a qu'un seul. □ 

Remarque : on a fait il y a la reciproque du Lemme B : si (VA : H — >H, 



A, G 



0 



,vg) 



A = al) alors H est irreductible. La preuve de cela est simplement que si TL = "Hi © H2 
est reductible, on construit A = a\I^ + a 2 j-H 2 avec a\ 7^ a 2 , qui verifie A, G =0 mais 
pas A = al. 

On peut maintenant faire la preuve du "Lemme de Schur" initial. On suppose A : 
Vj © V k — > Vj ®V k . On introduit les operateurs de projection Pj = Vj © V k — )■ Vj et 
P k = Vj © V k — > V k . Par rapport a cette somme directe, on peut ecrire A comme une 
matrice d'operateurs en blocs : 



A ■ • A, ■ 
Aj tk A k)k 



avec Aj k = P k APj : Vj — > V k , etc. On a naturellement 



= 0. On 



suppose 



A,G 



0 pour tout G E G. Done 



0. D'apres le Lemme A, et le Lemme B, cela implique 



que Aj jk = 0 si j 7^ k et A^-j = a,j I avec G C. Ainsi 

A = 



0 



0 

aj 
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□ 



Theoreme de Wigner : (Voir |HB| . chap. 7) 

Si le Hamiltonien H a un spectre discret, et admet une symetrie par un groupe 
d'invariance dynamique G discret ou continu, cad si 



H,G 



0, WGe G 



alors generiquement (c'est a dire resultat stable par toute perturbation respectant 
cette symetrie) , les espaces propres de H sont des representations irreduc- 
tibles de G. 

En particulier, si le groupe G est commutatif, ses representations irreductibles sont 
de dimension 1 (page 252), et on s'attend a aucune degenerescence (generique) dans 
le spectre, i.e. les niveaux d'energie sont tons differents. 

Si le groupe G est non commutatif, il admet des representation irreductibles de di- 
mension d > 1, et on s'attend a des degenerescences dans le spectre, de 
multiplicity d. (i.e. differents etats de meme energie). 



Idee de la Preuve On a deja montre que les espaces propres de H sont des espaces represen- 
tation du groupe G. Considerons un tel espace propre. Si il est reductible, il se decompose comme 

somme d'espaces de repr. irreductibles, par exemple H = V^V^. On a H = ( ®* J d'apres 



0 EI , 
Ej 0 



le Lemme de Schur. II est aise d'imaginer une perturbation de H de la forme H2 , 

0 E2I 

avec Ei 7^ E2, proches de E, done respectant la symetrie. Pour cet operateur perturbe H2, les 
espaces propres sont des espaces de representations irreductibles. Le cas E2 = E\ est exceptionnel 
(non generique). 



Remarques et commentaires 

o La propriete montre que "sauf cas exceptionnel", une degenerescence dans un 
spectre traduit la presence d'une symetrie, et plus precisement la presence 
d'un groupe de symetrie non commutatif. 

o Cette propriete est tres utile en physique moleculaire par exemple, car connaissant 
les representations irreductibles des differents groupes (il y a 230 groupes finis de 
l'espace tous catalogues et observes dans la nature, voir |Ste94| page 41), et observant 
le spectre d'une molecule, on deduit le groupe d'invariance, et ainsi on peut deduire 
la forme geometrique de la molecule : 

Spectre =^ Groupe de symetrie =^ Forme de la molecule 

Cela montre l'importance des representations irreductibles de groupes en physique. 
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o Dans l'enonce de la propriete, le terme generique signifie "sauf exceptions". (II a 
un sens mathematique precis, en terme de mesures). 

Si l'espace propre d'energie est reductible, cela signifierait que Ton a mal identifie 
le groupe de symetrie. II y aurait une symetrie supplementaire oubliee, et done un 
groupe G' plus important pour lequel l'espace propre est bien irreductible. 
Nous allons illustrer cela avec l'exemple de l'atome Hydrogene, cf ci-dessous. 
Si on est dans un tel cas, et si Ton rajoute un perturbation a H qui preserve seule- 
ment la symetrie de G, alors la symetrie supplementaire serait brisee, et le gros 
espace propre se decomposerait en espaces irreductibles de G, d'energies differentes, 
conformement a la propriete ci-dessus. C'est le cas des corrections relativistes dans 
le spectre de l'atome H. 

o Exemple du double puits symetrique a ID : il y a l'invariance par parite qui 
est un groupe commutatif. Le spectre est bien non degenere. 

o Exemple d'une particule dans un potentiel periodique. Le groupe de syme- 
trie est celui des translations. Dans ce cas le spectre en bandes a des degenerescences 
mais qui sont dues a l'aspect continu du spectre. La propriete ci-dessus ou Ton a 
suppose spectre de H discret, ne s'applique plus. 

6.4.2 Exemple : Spectre de l'atome d'hydrogene 

Pour illustrer la propriete generale precedente, considerons le cas tres connu de l'atome 
d'hydrogene. 

6.4.2.1 Rappels du spectre : 

(@@ resoudre le spectre ici, cf Taylor T2 p. 113, Sternberg p. 190 @@) 

Le Hamiltonien decrivant la dynamique de l'atome H (particule reduite) est 

H = ?--^-±- (6.4.2) 



2m 47T£o f 

(Dans ce paragraphe on ne parle pas du spin 1/2 des protons et electrons." 



II y a invariance par rotation, se traduisant par H, L 
de H est : 

H\i) n ,l,m >= #n|VV,™ > 



0. On calcule que le spectre 



n= 1,2,3... 
I = 0, l,...,n- 1 
m = —I, ...,+/ 
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avec les vecteurs propres qui sont produit d'une harmonique spherique et d'une fonction 
radiale : 

< X\i>n,l,m >= Rn,l( r ) Y l,™ {@ , f) 



et les niveaux energies : 



&n — o 



(6.4.3) 



avec 



me 
2F 



13, 6 eV. 



On remarque que l'espace propre de chaque niveau d'energie est 

n-l 

H n = Q)V l 



1=0 



Cet espace est dimension n 2 (car Ym=o (2/ + 1) = n 2 ). 

Ce n'est pas un espace de representation irreductible du groupe de rotation, puisqu'il 
se decompose en espaces irreductibles V\. 



Voir figure 6.4.1 



6.4.2.2 Symetrie supplementaire de Pauli, et degenerescence en I 

( Voir Sternberg |Ste94j p.244., ou Taylor Tome 2 p.119 |Tay96b| ). @@ Le faire ici @@ 
La situation semble contredire le theoreme de Wigner. 

En fait non, due a la forme particuliere du potentiel central en 1/r, il y a une symetrie 
supplementaire, (decouverte par Pauli en 1925), dont le generateur est : 



A 



2m 



p A L - L Ap 



mK 



x 



x 



appele vecteur de Runge et Lenz, (ou K 

On peut verifier que 



e- ' 



0 



et que le groupe de symetrie est maintenant SO(4) qui est de dimension 6, et que chaque 
espace propre T-L n est irreductible pour cette symetrie. 



(en particulier on obtient ainsi directement les niveaux d'energie (6.4.3)). 



(Cette symetrie est aussi vraie en mecanique classique dans le probleme de Kepler, 
avec le potentiel gravitationnel en 1/r entre deux corps, et est relie au fait que les orbites 
bornees de Kepler sont fermees, ce sont des ellipses, ce qui n'est pas vrai en general pour 
un potentiel central). 
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A E 



n=3 
n=2 



0 
etc... 
-1.51 
-3,4 



n=l -13,6 



3s 


3p 


3d 


2s 


2p 




Is 






m=0 


m=-l ,0,1 


m= -2- 


1=0 


1=1 


1=2 


H„ 


H, 


H 2 



Figure 6.4.1 - Spectre de l'atome H. 

6.4.2.3 Exemple de la correction relativiste, brisant cette symetrie. 

La symetrie particuliere de Runge et Lenz ci-dessus, est brisee par la moindre per- 
turbation, qui tout en gardant l'invariance par rotation, du probleme modifie la forme 



particuliere du Hamiltonien eq.( 6.4.2). 



Considerons par exemple la correction relativiste. En relativite, la relation 

2 



f 



(mc)' 



donne a basse impulsion p <C mc : 
E 



mc 




2 P 

mc H 

2m 



1 p 4 



m 3 c 2 



+ o(p 4 



(on a utilise (1 + x) a = 1 + ax + \a (a — 1) x 2 + o(x 2 ) avec a = 1/2.) 
En regime faiblement relativiste, l'energie cinetique p 2 /2m a done un terme correctif : 



p 



]m 3 c 2 



Les niveaux d'energie E n , eq. (6.4.3) sont alors modifies de AE qui se calcule en theorie 
des pertubations. On obtient : 

„2 



AE = -E, 



n' 



n 



1 + 1/2 



la dependance en / montre que la degenerescence entre difFerents espaces propres 
V>i est en efFet levee, conformement au theoreme de Wigner. 

Bien sur la degenerescence liee a l'invariance par rotation demeure (cela se traduit par 



le fait que des etats avec m differents ont la meme energie). Voir figure 6.4.2 



Exercice 6.4.4. Calculer AE ci-dessus, au premier ordre en theorie des pertubations 
stationnaires. 
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6.4.2.4 Atome a plusieurs electrons 



Ref : Sternberg |Ste94j p.l98. et J.L. Rivail "Chimie quantique" , 

Le spectre de l'atome d'hydrogene est aussi similaire au spectre des atonies a un elec- 
tron, comme He + , Li 2+ , (sauf qu'il faut remplacer la charge du noyau par Ze, avec Z = +2 
pour He, Z = +3 pour Li, et utiliser une masse reduite differente). 

Pour des atonies a plusieurs electrons, le probleme est bien plus complique. II n'y 
pas de solution exacte du spectre, mais des methodes approchees (comme la methode 
variationnelle ou autres) donnent des resultats tres satisfaisants. En particulier la methode 
de champs moyen, consiste a considerer que chaque electron est independant, et subit 
un potentiel moyen V (r), cree par toutes les autres charges (Ze du noyau, et — [Z — l)e 
des autres electrons). Ce potentiel a une symmetrie spherique, qui est une symetrie 
exacte de l'atome, mais differe legerement du potentiel en 1/r. Cette difference brise 
done la symetrie supplementaire de Pauli, et leve done la degenerescence entre 
etats avec / differents. 

L'ordre habituel obtenu est : 



Is < 2s < 2p < 3s < 3p < 3d ~ 4s < Ap < 5s ~ Ad, etc. 



Voir figure 6.4.2 



A E 



3s 
2s 

Is 



3p 
2p- 



3d 



m=0 m=-l ,0,1 m= -2,-1,0,1,2 
1=0 1=1 1=2 



Figure 6.4.2 - Spectre d'un atome a plusieurs electrons (orbitales atomiques) 



6.4.2.5 Effet d'un champ magnetique exterieur 

Si en plus un champ magnetique exterieur B est applique, il brise la symetrie par 
rotation, car il privilegie une direction particuliere (direction de B). Ainsi la degenerescence 
en m est levee, et le spectre est alors non degenere : C'est l'effet Zeeman. 

Si le champ magnetique est constant selon l'axe z, il subsiste une symetrie de rotation 
autour de l'axe z. 
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Cependant cette symetrie ne suffit pas a donner des degenerescences dans le spectre, 
car les rotations autour de z forment un groupe commutatif : 

R z (a) R z {(3) = R Z {(3) R z (a) 

Exercice 6.4.5. Calculer au premier ordre en theorie des perturbations, les modifications 
des niveaux d'energie de l'atome d'Hydrogene, soumis a un faible champ magnetique B. 



6.4.2.6 Structure fine et hyperfine de l'atome hydrogene 

ref : Bransden p370, 376 |BC89j . Cohen T [CBF] . 



Le spectre de l'atome d'hydrogene isole decrit figure (6.4.1) n'est pas tout a fait cor- 
rect. En effet il y a de nombreux effets physiques que Ton a neglige et qui modifient ce 
spectre. Des experiences de spectroscopie permettent d'obtenir les niveaux d'energie avec 
une grande precision, et il est done important de tenir compte de toutes ces corrections. 
Ces corrections sont natures differentes. 

Comme il s'agit de petites corrections, la theorie des perturbations est tout a fait 
adaptee. Les corrections seront tres inferieures a e\ = 13,6 61^. Mais comme le spectre de 
l'atome H est degenere, il faut utiliser la theorie des perturbations pour niveaux degeneres. 



Structure fine : 

o Une correction relativiste portant sur l'energie cinetique et potentielle de l'elec- 
tron (provenant de l'equation de Dirac) : 

o Une correction "spin-orbite" due a l'interaction entre le mouvement orbital de 
l'electron et son spin : 

Hn = K —L.S 

2 [mcf r dr 

Noter que ces corrections respectent la symetrie par rotation de l'atome. La correction H' 2 
couple la position au spin. Par consequent seul le moment angulaire total J = L + S est 
conserve. Au resultat, les valeurs propres obtenues dependent de n et j et I, correspondant 

aux valeurs propres des operateurs L, J qui commuttent entre eux et qui commuttent 

aussi avec H (d'apres L.S = | ~^ ~ )■ 

L'ecart obtenu entre les niveaux (2p3/2-2pl/2) est AE ~ A.10~ 5 eV . 



Structure hyperfine : II provient du couplage entre les moments magnetiques intrin- 
seques du proton et de l'electron. Voir une etude page |275| pour son effet sur l'etat Is. 
L'ecart obtenu entre les niveaux E1-E0 de l'etat Is est AE ~ A.10~ 6 eV 
Ref : Cohen T. p!209. chap XII. 
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Deplacement de Lamb : II provient du couplage de l'electron avec le vide quantique 



du champ electromagnetique, que nous avons introduit page 1 1 1 6 

L'ecart obtenu entre les niveaux (2sl/2-2pl/2) est AE ~ A.10~ 6 eV . Voir |CTDRG88| . 



6.5 Composition des moments angulaires 

6.5.1 Particule composee de deux particules de spin 1/2 



references : Feynman 12-1, 12-2, 12-5 |Fey63| 

C'est par exemple le noyau de Deuterium compose de proton et neutron : 

Deuterium = (proton, neutron) 
ou du pion 7r 0 forme de deux quarks u,u. 

Ou finalement de l'atome d'hydrogene forme de electron + proton. 
L'espace de Hilbert du spin total est : 



fitot = V1/2 <8> £>i/ 2 



ou T>i/ 2 = Wspin = C 2 est l'espace quantique du spin etudie au chapitre 4, de base \+ z ), \— z )- 
Dans l'espace T-i tot on note | + +) = |+ 2 )i ® (+2)2, etc.Une base de T-L tot est formee 
par les quatre vecteurs : 

I + +, I + -),| -+),| - -) 

Si le systeme de deux particules est isole dans l'espace, alors il est invariant par rotation 



de l'ensemble, dont le generateur est le moment angulaire total (voir (6.3.5) page 250) : 



S — Si + 5*2 



Et le Hamiltonien commute avec S : 



H,S 



0 



Par exemple : 

H = KS1.S2 

est bien invariant par rotation globale des deux spins. 



H,S 



Dans cet exemple on peut verifier directement que 

I 2 = + la)' = I 2 + I 2 + 2Si.S 2 

K 



0, en ecrivant 



donnant : 
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et utilisant 



S 2 ,S 



0. 



De l'invariance par rotation, on deduit : 

~H,S 2 



H,S Z 



s\s z 



0 
0 
0 



Pour trouver le spectre de H, on cherche done d'abord les vecteurs propres communs de 



D'apres (6.3.6), ces vecteurs propres peuvent etre note \J,M > et verifient : 

S Z \J,M >= Ml, .1. M > 
S 2 \J,M >= h 2 J(J+l)\J,M > 

et forment une base orthonormee de l'espace Htof On veut leur expression dans la base 
l±,±>. 



Propriete Void la decomposition de l'espace % tat = T> 1 / 2 ^T > i/2 en vecteurs \ J, M) 
orthonormes : 

Singlet : \J = 0; M = 0 >= — (| + - > -| - + >) 

V2 

|J=1;M = +1>= |++> 

Triplet : { \J=1;M = 0>= ^ (| + - > +| - + >) (6.5.1) 
|J = l ; M = -l>= |--> 

Montrant que l'espace 7-L to t = <8> T> x/ 2 se decompose en somme deux representa- 
tions irreductibles du groupe de rotation : 

T>i/2 ® V 1/2 = V J=0 © V J=l (6.5.2) 

appelee decomposition de Clebsch-Gordan. Les dimensions de ces espaces sont : 

2x2=1+3 

Remarquer que les valeurs de J possibles de la particule composee sont la somme 
J — \^ + ^\ — 1 et la difference J = | — | =0 des deux spins | individuels. 
Les coefficients devant les etats |±, ±) dans les expressions des etats triplets et singlet 
ci-dessus, s'appellent coefficients de Clebsch-Gordan. 
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Demonstration. On va utiliser : 



^Si j+ S 2 - + -Si ,-S 2 ,+ + Si >z S 2 , z 



on va aussi utiliser : 



On calcule : 



Sf + Sf + (^Si t+ §2- + Si-§2 t + + 2S\ tZ S2,; 



sf\- >= h 2 ^\- >, s h+ \- >= h\+ > 

5i_|-> = 0, S M |±>=±^|±> 



s z \--> = (-i)h\--> 

$ 2 \--> = h 2 (^ + -^+2 l :\\-->=2m--> 



done : 



I - - >= \J= 1,M = -1 > 
Ensuite, on cree | J = 1, M = 0 > par action de S+ : 

1 J = M = 0 >= ir2^ J =v - M= - 1>= wi (*■+ + M 1 - - > 

= ^d+->+i-+» 

et on cree | J = 1 , M = 1 > par action a nouveau de S + : 
|J = l,M = l>=^ + |J=l;M = 0>=^(s 1 , + + ^ + )^(| + -> + |- + >) 

= \ (I + + >+! + + >) = ! + + > 

On a done obtenu trois vecteurs | J = 1, M = —1, 0, +1 > de l'espace %tot qui lui est de dimension 
4. Le complementaire orthogonal est de dimension 1, et engendre par le vecteur : 

IV >=4|(l + ->-!- + >) 

En effet, on verifle que (tp\ J = 1, M) = 0 pour M = — 1, 0, 1. On calcule de meme : 

s 2 |v> >= ... = 0, s\|v>>=o 

done \ip >= I J = 0, M = 0 >. Le spectre de .ff s'obtient en ecrivant : 

□ 
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Table de Clebsh-Gordan de V 1/2 ® V 1/2 On note j x = 1/2, j 2 = 1/2, et m 1 = ±1/2 
, m 2 = ±1/2 les valeurs respectives des spins individuels. Par exemple l'etat | H — ) est 
mi = 1/2, m 2 = —1/2. Alors les coefficients des formules (6.5.1) sont tabulees de la fagon 
suivante : 







J=l 


1 


0 


1 


mi 


m 2 


M=l 


0 


0 


-1 


1/2 


1/2 


1 








1/2 


-1/2 




0/2 


0/2 




-1/2 


1/2 




0/2 


VV2 




-1/2 


-1/2 








1 



Table 6.5.1 - Table des Coefficients de Clebsch-Gordan, pour V jl= i/ 2 ®Vj 2= i/ 2 = T> J=0 ® 
V J=1 



Consequence, spectre de H : Les niveaux d'energie de la particule composee est 
donnee par le spectre de H qui done a deux niveaux d'energie, Ej =0 ,Ej=i de multiplicity 

respectives 1,3. Pour l'exemple, H = K Si.S 2 , on obtient Ej = ^h 2 (J(J + 1) — §), soit : 



E 0 = --Kfr 



4 

Et = +\Kh 2 



Voir figure [675TTj Done dans son etat d'energie fondamentale, la particule composee est une 
particule de moment angulaire intrinseque J = 0. Dans son etat excite elle a un moment 
angulaire intrinseque J = 1. 

Remarquons que nous venons d'obtenir que l'operateur H dans l'espace T>u 2 ®T>i/ 2 = 

Vj = q®'D j= i s'ecrit comme H — ( ® f ) . C'est tout a fait attendu d'apres le Lemme 

V 0 Eil I 



de Schur page 264 



Exercice 6.5.1. Montrer que dans l'espace H to t. = ^l/^-^i/L ^ ou ^ operateur autoadjoint 

invariant par rotation est de la forme H = A.I + B.Si.S 2 avec A5el. Plus generalement 
comment ecrire un operateur invariant par rotation dans Vj 1 £g> Vj 2 ? (Aide : Utiliser le 

Lemme de Schur et l'operateur de Casimir S 2 ). 



6.5.1.1 La raie de 21 cm de l'hydrogene 

ref cours de L'X, p236. 



276 



CHAPITRE 6. SYMETRIES ET REGLES DE CONSERVATION 



A 



'1 

0 



Figure 6.5.1 - Niveaux d'energie de H 
niveau E\ a une multiplicity 3. 



+KS1.S2. Le niveau E 0 est non degenere. Le 



Dans le cas de l'atome d'hydrogene, la figure (6.5.1), montre comment l'etat (Is) est 
en fait forme de 4 etats dus a l'interaction entre les spins 1/2 de l'electron et du proton. 
L'ecart en energie est 



AE = E 1 -E 0 = 6.10~ b eV 
et s'appelle la structure hyperfine de l'etat Is. 

Si un atome d'hydrogene isole est dans un etat d'energie Ei, il n'est pas rigoureusement 
stationnaire a cause du couplage avec le champ electromagnetique. II se desexcite vers l'etat 
fondamental Eq, par emission spontanee avec une duree de vie moyenne tres longue : 



10 7 



ans 



Le photon ainsi produit, d'energie hv = AE a une longueur d'onde A = ^ = 21 cm 
(onde radio). 

Dans le gaz interstellaire, constitue d'Hydrogene, les collisions entre atomes sont res- 
ponsables d'une temperature T = 100i^, soit kT = !0~ 2 eV. Ces collisions excitent l'etat 
Ei, qui se desexcite ensuite par emmission spontanee, emmettant done des photons de 
longueur d'onde A = 21 cm. L'espace interstellaire contient beaucoup d'atome H, et ce 
signal est observable. C'est "la raie a 21 cm". II permet d'ailleurs de cartographier notre 
Galaxie. 



6.5.1.2 Horloges atomiques et mesure du temps 

La valeur de AE = hw est connue experimentalement avec une precision relative re- 
marquable : 10~ 13 . 

Cette grande precision sur la periode T = lit fuj de transition entre les niveaux E 0 et E\ 
est a l'origine de la definition actuelle de la seconde (unite de temps). On utilise la structure 
hyperfine du Cesium 133 avec AE ~ 3, 8 10~ 5 eV A plutot que celle de l'hydrogene : 

Definition Une seconde est 9192631770 periodes de transitions de la structure hyperfine 
du Ce 133. 
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Les mesures du temps les plus precises sont ainsi faites avec des Horloges atomiques. 
(Pour le principe de fonctionnement, voir la page web de TENS. Voir aussi "observatoire 
de Paris, laboratoire de metrologie") 

La precision relative actuelle est de 10~ 18 , soit lsec/age de l'univers. cette precision 
est telle que Ton verifie les effets du champ de gravitation terrestre predits par la relativite 
generate, en soulevant l'horloge de seulement h =30cm. (en effet en relativite on montre 
que le decalage temporel est avec g = 9,81m/s 2 , c = 3.10 8 m/s). 



Remarque : Une ancienne definition de la seconde provient de la division du jour (et 
de la nuit) en 12 heures, de la division d'une heure en 60 minutes et d'une minute en 60 
secondes. 

Pourquoi avoir choisi 12 et 60 ? 

Peut etre pour des raisons pratiques : parmi les nombres en 1 et 100, les chiffres 12 
et 60 sont ceux qui ont relativement le plus de diviseurs. Un grand nombre de diviseurs]^ 
permet ainsi de diviser un jour de plusieurs manieres differentes : 



1/2 jour = 1 x 12h = 2 x 6h = 3 x Ah = 4 x 3h = 6 x 2h = 12 x lh 



Voir figure 6.5.2 



Toujours a propos de la division du temps, il y a 7 jours dans la semaine, car des l'epoque 
antique (Babyloniens), et surement avant, on observait 7 astres se deplagant dans le ciel : 
Lune, Mars, Mercure, Jupiter, Venus, Saturne, Soleil, qui ont donne les sept jours de la 
semaine, et aussi l'importance particuliere du chiffre 7 dans toutes les cultures. Rappelons 
aussi que le choix de l'annee est lie a la periode de rotation de la Terre autour du Soleil. 
Le mois est la periode de rotation de la lune autour de la Terre. Le jour est la periode 
de rotation de la Terre sur elle-meme. La seconde est approximativement la periode d'une 
pulsation cardiaque (battement de coeur). 



6.5.2 Resultat general sur la composition de deux moments cine- 
tiques 

On congoit que l'etude precedente se generalise au couplage de deux moments cinetiques 
ji et j2 quelconques : 

si deux particules de moment angulaire intrinseque ji et ja sont en interaction par un 
Hamiltonien H, et si cette interaction est invariante par rotation globale du systeme, alors 
les niveaux d'energie de H (i.e. de la particule composee) correspondent a des representa- 
tions irreductibles du groupe de rotation, notee Vj. 



3. Le nombre de diviseurs d'un entier n, note d (n), voir figure 6.5.2 est relie a un probleme de recherche 
tres important : numeriquement, on observe que d (n) fluctue pour n — > oo. En moyenne il suit une loi 
connue, mais ses fluctuations semblent aleatoires. Par exemple, si on note A (n) (respect. B (n)) le nombre 
d'entiers n' < n pour lesquels d(n') est pair (respect, impairs), alors il est conjecture que A (n) et B (n) 
fluctuent autour de leur moyenne qui est n/2, comme ^/n (la loi des grands nombres). Cette conjecture 
est equivalente a la fameuse conjecture de Riemann. Reference : Borwein p. 4 [R00O6]. 
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Nombre de diviseurs de i [ 
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Figure 6.5.2 - Nombre de diviseurs d'un entier i. Cette courbe justifie pourquoi les 
nombres 12 et 60 on ete choisis pour diviser le jour (et la nuit) en 12 heures, et l'heure en 
60 minutes, et la minute en 60 secondes. En effet il apparait que 12 et 60 on beaucoup de 
diviseurs. Cela offre la possibility de diviser la journee de plusieurs manieres differentes. 

En resume le probleme consiste a savoir comment l'espace de Hilbert H t ot = ® 
Vj 2 se decompose en representations irreductibles Vj. 



Le resultat qui generalise (6.5.2) est : 



V n ®V n 



J=\h+h\ 



Exemple : 



v l/2 ® v 1/2 = V J=0 © V J=l 



T>i ® X>i /2 = Vj =1/2 © V J=3/2 



v x ®v x = V J=0 © V J=1 © V J=2 



Voir figure 6. 5.3 



Autrement dit, par rapport a l'etat individuel de chaque particule, une base de %tot es t 
\ji,m 1 > ®\j 2 ,m 2 >, m 1 = — ji, . - - , m 2 = ■ ■ ■ , +h- 
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+1 



J: 



h-h 



J 



0 J i 
Figure 6.5.3 - Composition de deux moments cinetiques ji,j 2 . 

(soit (2jx + 1) x (2j 2 + 1) vecteurs). 

mais par rapport a la particule composee, une base de % tat qui est composee par les 
vecteurs propres de H } est : 



\J,M>, J=\ Jl -j 2 



\h+j 2 \, M = -J,...,+J 



qui forme aussi un ensemble de (2j x + 1) x (2j 2 + 1) vecteurs. 

Exercice : verifier que le nombre d'etat \ J,M > est bien (2ji + 1) x (2j 2 + 1)- 

Les vecteurs de base \J,M > s'expriment a partir des vecteurs de base \j\,m\ > 

®|j2,^i2 > par des relations precises, appelees relations de Clebsch-Gordan : 

\J,M) = ^ c ( J i M Ji, m iJ2,m2) > <S>\j 2 ,m 2 > 

m\,m.2 

On trouve ces coefficients, par une technique analogue a celle utilisee pour la propriete 



(6.5.1). 



Voici ces coefficients de Clebsch-Gordan disposes dans la table 6.5.1[ ou 6.5.2 







J=3/2 


3/2 


1/2 


3/2 


1/2 


3/2 




m 2 


M=3/2 


1/2 


1/2 


-1/2 


-1/2 


-3/2 


1 


1/2 


1 












1 


-1/2 




Vl/3 










0 


1/2 




a/2/3 


VV3 








0 


-1/2 








^2/3 


VV3 




-1 


1/2 








^1/3 


-a/273 




-1 


-1/2 












1 



Table 6.5.2 - Table des Coefficients de Clebsch-Gordan, pour V 1 ®V 1 / 2 = V 



Remarques : 

o Noter que experimentalement, on peut mesurer le moment angulaire intrinseque J 
d'une particule en faisant passer un faisceau dans un appareil de Stern Gerlach. II 
y aura alors 2 J + 1 faisceaux a la sortie, cf Bransden p37. 
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6.5.3 Application : symmetric d'isospin, et sections efficaces de 
reactions hadroniques 

Nous allons illustrer l'utilite des Coefficients de Clebsch-Gordan, pour la decompo- 
sition 



, en l'appliquant non pas aux groupe de rotation spatial, mais a la symetrie d'isospin, 
en physique nucleaire, qui correspond au groupe SU(2). 

6.5.3.1 introduction a la symetrie d'isospin 

Reference : |Ste94j p.213. 

Mis a part leur charge electrique Q differente, le proton (Q = +1 en unite e) et le 
neutron (Q = 0), ont des proprietes tres semblables. Par exemple leur masse est voisine 
m n = 9A0MeV, m p = 939MeV, et ils se comportent de fagon similaire dans les interaction 
nucleaires. En 1930, Heisenberg a emit l'hypothese, que le proton et le neutron corres- 
pondent a une seule particule, appelee nucleon, dont le proton et neutron seraient deux 
etats interne different, notes \p) et \s). L'etat interne du nucleon serait done decrit par un 
vecteur dans un espace de dimension deux note T>j = y 2 , appele espace d'isospin, et ayant 
pour base \p), \n) (par analogie avec le spin 1/2). Comme la force nucleaire ne fait pas la 
difference entre le proton et le neutron, Heisenberg a postule que la force nucleaire possede 
une symetrie par rapport au melange de ces deux etats, autrement dit une invariance par 
rapport au groupe SU(2). C'est la symmetrie d'isospin^} Seule la force electromagne- 
tique fait la difference entre ces deux etats internes, et brise cette symetrie. Cependant les 
forces electromagnetique sont beaucoup plus faibles que les forces nucleaires, et cela ex- 
plique la petite difference de masse entre le proton et neutron. Par exemple dans l'espace 
T>U2, l'operateur de charge electrique est 



En d'autres termes, la base \p), \n) est une base particuliere de T>i/ 2 privilegiee par la force 
electromagnetique. 

D'autres particules nucleaires ont ete decouvertes ; les pions, 7r + ,7r°,7r~ (de charge elec- 
trique respectives +1,0,-1). Leur masse est m 1 ,+ = m^- = 139, QMeV, m^o = 135MeV. 
D'apres l'hypothese de Heisenberg, ces trois particules sont en fait une seule particule, 
appelee le pion, et possedant un etat interne decrit par un vecteur dans l'espace T>j =1 de 
la symetrie d'isospin (rappel : c'est un espace de representation irreductible de SU(2), de 
dimension dimVj = i = 2j + 1 = 3). La force electromagnetique, ne respectant pas cette 
symetrie, est responsable du choix particulier de la base l^' 0 ) et de leur difference de 
masse, (comme la charge electrique interagit avec l'envirronement, c'est pour cela que lors 
d'une mesure ce soit des etats privilegies. On appelle cela une regie de super-selection). 

4. On sait maintenant que cette symetrie reflete l'existence de "champs elementaires" que sont les quarks 
u (up) et d (down) inventes par Gell-Mann en 1969. 



v x ® v 1/2 = V J=1/2 © V J=3/2 
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6.5.3.2 Reaction nucleaires nucleon-pion 

Considerons les collisions nucleaires entre un nucleon N et un pion tc. En sortie de la 
collision, les particules peuvent etre diverses, par exemple : 

p + 7T~ — > n + 7T° 



La figure 6.5.4 montre les sections efficaces de diffusion a (N + it — > N' + 7r')pour diverses 
reactions de ce type. 

Section 
efficace 
(mb) | 

200 



100 




100 



200 300 



Energie cinetique (MeV) 



Figure 6.5.4 - Sections efficaces de diffusion pour diverses reactions. Le pic de largeur 
AE ~ lOOMeV" correspond a une resonnance. 

La section efficace a (N + ir — > N' + n') est proportionnelle a la probability de la re- 
action, et done au module carre d'un operateur de diffusion U, pris entre l'etat initial et 
final : 

a (N + 7r — )• N' + 7r') = (JV',7r y |C)'|iV,7r) 

Exercice 6.5.2. DifFusion nucleon-pion 

1. Un etat (nucleon - pion) \N, Tr)se decrit par un vecteur dans l'espace H(N,n) = 
Vj=i/2 ® T^j=i- En utilisant les resultats sur la composition de moments angulaires 
(generaux aux representations du groupe SU(2) en fait), comment se decompose cet 
espace comme somme d'espaces de representations irreductibles T)y de la symetrie 
SU(2) d'isospin? (preciser les dimensions). 



2. En utilisant la table (6.5.2) des coefficients de Clebsch-Gordan, ecrire les etats de 



base \N,tt) dans la base des etats \J,M) appropriee a cette decomposition. 
D'apres l'hypothese de l'invariance de la force nucleaire par rapport a la symetrie 
d'isospin, montrer que la forme generate que prend la matrice de l'operateur U 
exprime dans cette base des etats \J, M), depend de seulement deux amplitudes 
^3/2,^1/2 G C? Autrement dit, 



U = 



A 3/2 Id 4 



0 

A 1/2 Id 2 



[: par rapport a la decomposition 7-L(n,it) = '^3/2©'C , i/2) 
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4. On supposera que ces amplitudes A 3 / 2 , Ai/ 2 , ne dependent pas de l'energie. Exprimer 
les trois sections efficaces de la figure (6.5.4), a partir de A 3 / 2 ,Ai/ 2 . Simplifier ces 
expressions dans les cas extremes ou (a) \A 3 / 2 \ \Ai/ 2 \, (b) \A 3 / 2 \ <^ I-A1/2 L (c) 



A 



3/2 



A 1/2 



5. Comme il apparait sur la figure (6.5.4), l'experience donne (a la resonance) 

a (pn + — > pn + ) = 195 mb 



a (p7i~ 
a (pn~ 



pn ) 



45 mb 
23 mb 



Que deduire sur les amplitudes A 3 / 2 , A\/ 2 ? 

6. Dans le meme esprit avec lequel nous avons introduit le nucleon et le pion, l'interpre- 
tation du "pic de resonance" (i.e. la bosse sur la figure (6.5.4)) est qu'une particule 
intermediate est creee, appelee resonance A. En mesurant la largeur AE, quelle 
est la duree de vie de cette particule (utiliser h = 6.5 1CT 22 MeV.s) ? Quel est l'espace 
de degre interne d'isospin de cette particule A ? Comment noter les etats internes 
de cette particule, en faisant apparaitre la charge electrique ? 



6.5.4 Regies de selection et theoreme de Wigner-Eckardt 



Voici une autre application de la composition de moment angulaires tres importante 
pour la spectroscopie des atomes. 

Nous l'illustrons sur un exemple, montrant le principe d'utilisation. 

Considerons un atome isole. Le spectre des niveaux electronique est constitue d'orbitales 



atomiques, notee (n,l,m), comme explique sur la figure 6.4.2 



Maintenant si l'atome est soumis a une onde electromagnetique plane de frequence u>, la 



description faite section |8.2.2[ en terme de theorie des perturbations dependant du temps, 
montre que celle-ci est susceptible de creer des transitions entre les orbitales (n, /, m) (en 
absorbant ou emmettant un photon). Nous avons etabli, eq.( |8.2.8|8.2.Io| ), que la probabilite 
de transition a — (n, I, m) — )■ b — (n f , I', m') est : 



(t) 



2e 0 ch 2 



\D ba \ 2 cos 2 6 F (t, u ba ± w) 



et est proportionnelle a l'element de matrice |-D& a | 
intervenir l'operateur vectoriel de position x. 



n' I' m'lxl n, I, m 



qui fait 



6.5.4.1 Regie de selection 

Meme si en general les etats quantiques orbitales |n, l,m) sont difficiles a calculer dans 
un atome a plusieurs electrons, un simple argument de symmetrie, appele regie de selec- 
tion montre que l'element de matrice est nul sauf si 



I' = 1 + 1, ou I' = 1-1 
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(ce resultat est aussi obtenu par un calcul direct en TD). Les transitions possibles dans 



le spectre atomique sont schematisee sur la figure 6.5.5 



4s 








3s 






2s 


— 



3p 



5d 
4d 
3d 



/ 2p 



Is 



1=0 



1=1 



1=2 



Figure 6.5.5 - Les transitions permisent sont entre les etats V — I ± 1, donnant des raies 
ftwcaracteristiques en spectroscopie. 

Voici maintenant l'explication de cette regie de selection en terme de symetrie. L'ele- 
ment de matrice (n', I', m'\x\ n,l,mj fait intervenir trois objets appartenant a des repre- 
sentations irreductibles precises du groupe de rotation SO(3) : les vecte urs \n,l,m) G T>i, 
\n',l',m') G T>i> et l'operateur vectoriel x G T>%, comme montre eq.(6.3.9). 

L'element de matrice (n',l',m'\x\n,l,m) est le produit scalaire entre le vec- 



teur x\ n, I, m) G V\ ® T>i = T>i-\ @T>i® T>i + i et le vecteur \n', I', m!) G T>i>. 

Comme des vecteurs appartenant a des representation irreductibles differentes sont 
orthogonaux, une condition necessaire pour que l'element de matrice soit non nul est : 



I' = 1-1, ou I' = Lou I' = 1 + 1 



Le deuxieme cas I' = I est exclu a cause du meme argument utilise avec une autre syme- 
trie : la symmetrie par inversion x — >■ (—x), ou symetrie de parite, correspondant au groupe 
Z 2 = {/,—/}. (C'est une symetrie de l'atome car le potentiel verifie V (— x) = V (x)) . 



L'operateur x est impair (parite —1), et |n, l,m) a la parite (—1) , d'apres eq.(6.3.f2). 
Done le vecteur x\ n, I, m) a la parite — (—1)'. Pour que l'element de matrice soit non nul, 
il est necessaire que \n',l',m') ait la meme parite, done que (—1)' = - 
le cas I' = I. 



-1) . Cela exclue 



6.5.4.2 Theoreme de Wigner Eckardt 

Voici une formulation qui generalise le paragraphe precedent. 



284 



CHAPITRE 6. SYMETRIES ET REGLES DE CONSERVATION 



Definitions : 

o un operateur vectoriel est une famille d'operateurs O = [Oi, 0 2 , 0 3 j , sur laquelle 
agit le groupe de rotation SO(3), et qui sous l'effet d'une rotation, se transforme 
comme un vecteur dans T>i =1 . Exemples : p = (p x ,Py,Pz), ou x = (x,y,z), ou 

J — (j x J y ,jJ\ sont des operateurs vectoriels. 

o Un operateur scalaire est un operateur O qui est invariant sous l'effet d'une 
rotation (c'est a dire se transforme comme un vecteur dans T>i =Q ). Exemples : H, 

ou L.S sont des operateurs scalaires. 
o Plus generalement, un operateur tensoriel irreductible de rang j est une famille 

de (2j + 1) operateurs notes Tj = [Tj >m » ) sur laquelle agit le groupe SO(3) 

de rotation (ou SU(2)), et qui sous l'effet d'une rotation se transforme comme un 
vecteur (a 2j + 1 composantes) de la representation irreductible Vj. 
o Plus generalement un operateur tensoriel est une famille d'operateurs sur la- 
quelle agit le groupe SO (3) de rotation (ou SU(2)), et qui sous l'effet d'une rota- 
tion se transforme comme un vecteur d'une representation du groupe de rotation, 

pas forcement irreductible. Exemple : L <g> LJ a 9 composantes, et correspond a 
V x ®Vx = V 0 ®V 1 ®V 2 . 

Elements de matrices Pour /, V , /" donnes, supposons qu'il faille calculer des elements 
de matrices (I', m'|T/>> jm " \l, m), ou \V ,m!) G XV, et \l,m) G T>i espaces de repres. irreduc- 
tibles, et Tr est un operateur tensoriel irreductible et m = — I — > +1, etc... 
Mors T r , m ,|/,m) G V r ®V t = ESr-il Vk ' 



Si V v n'est pas present dans la decomposition Dp ®T>i = Yl,k=\i"-i\ alors les elements 



Theoreme de Wigner-Eckardt : 

^ ^ k=\l"-l\ u ki 

de matrice (V , m'\Ti» >m » \l, m) sont nuls (c'est la regie de selection). 

Si Vi> est present dans la decomposition, alors l'element de matrice (/', m'|TJ» m » |Z, m) peut 
etre non nul et s'exprime a l'aide de Coefficients de Clebsch-Gordan. 



Voir [CBFl IHB| pour plus de precisions, et des exemples d'utilisations. 



6.6 Symetries fondamentales en physique 

II y a de nombreuses symetries dites fondamentales en physiques, car supposees exactes. 



6.6.0.3 Le groupe de Poincare 

C'est par exemple l'invariance de la physique par le groupe de Poincare (translation 
dans l'espace-temps et changement de Lorentz de referentiels relativistes), qui est done 
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responsable de la conservation de l'energie, de la quantite de mouvement, et du moment 
angulaire. 

On montre que les representations irreductibles du groupe de Poincare sont caracterisees 
par deux nombres : m et s que Ton interprete comme etant la masse et le spin des 
particules elementaires. (ou helicite si m = 0). Voir [Ste94j p300. Ce resultat de Wigner 
est considere comme un des resultats majeure du XXe siecle. 

6.6.0.4 Autres symetries fondamentales : 

o Les forces elementaires sont exprimees par les groupes de Jauges U(2) (pour la force 
electro-faible) ou SU(3) pour la force nucleaire forte. Les bosons de Jauges, sont 
l'expression des generateurs de ces groupes. II en resulte des quantites conservees. 
La charge electrique est l'une d'entre elles. 

o Symetrie brisee spontanement, @@ 

o Des indices suggerent la recherche de nouvelles symetries : exemple la super- 
symetrie qui ferait un lien entre les particules de matiere (les quarks et les leptons). 
cf : |http : //public . web . cern . ch/Public/ SCIENCE/ grandun if ication_f r . html 

o Conservation de la charge, @@ 
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Chapitre 7 

Introduction a la theorie de la diffusion 



Ce chapitre est pour le moment tres incomplet. 

References : |BC89| chap. 13, |CBF| chap. 8. Cours de MQ de Richard Fitzpatrick sur le 
web. 

Ref mathematique : R. Melrose "geometric scattering theory" |Mel95| . sur sa page web. 
Remarques 

o Noter que en anglais la theorie de la diffusion se dit "scattering theory". (En 
anglais, le terme "diffusion" est reserve pour le phenomene de diffusion de la chaleur, 
qui est completement autre chose). 

o Concernant la diffusion d'une onde sur un cristal (potentiel periodique), on parle 
aussi de "diffr action". Concernant encore plus specifiquement une onde plane dif- 
fusee sur un potentiel constant par morceaux (ex : lumiere sur une plaque d'indice 
different), on parle d'onde reflechie et refractee. "Reflexion" et "refraction". Ces 
phenomenes sont des cas particuliers de la diffusion presentee dans ce chapitre. 

7.1 Introduction 

La theorie de la diffusion consiste a etudier la collision entre 2 ou plusieurs particules. 
Pour le moment, nous allons etudier le cas le plus simple de la collision entre 2 parti- 
cules sans spin. 

On suppose que l'interaction entre les deux particules est decrite par une energie po- 
tentielle qui ne depend que de la position relative des 2 particules x = x 2 — x\ et est done 
notee : 



ou Xi, x 2 G M 3 sont les positions des particules 1 et 2. On suppose que le potentiel V est a 
courte portee. Ce qui signifie qu'il est nul ou "faible" si \x 2 — x%\ est grand On verra que 
l'hypothese precise est 



V (x 2 - xi) 




(7.1.1) 
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Dans l'etude du probleme a deux corps isoles, exercice |6.1.1| page |235[ nous avons vu 
qu'il suffit de decrire le mouvement relatif 



x — X 2 — X\ 



dans le referentiel du centre de masse et que ce mouvement relatif est affecte de la masse 



reduite m 



m 1 +m,2 



Le Hamiltonien est alors 



* ^ 




Par exemple pour la diffusion d'un electron (leger) sur un proton (lourd), on a m x 3> m 2 , 
done le centre de masse X = mi + m2 (miXi + m 2 x 2 ) — Xi est place sur le proton x± qui est 
quasiment immobile en x\ = 0, et le mouvement relatif x (t) = x 2 — x\ = x 2 decrit celui de 
l'electron (m ~ mi). Dans ce cas le potentiel est V (x) = 4 ~ £ e Q ^ (mais ne decroit pas assez 
vite a l'infini pour satisfaire l'hypothese (7.1.1)). 

En mecanique quantiquc, les "particulcs" sont decrites par des ondes, done le probleme 
consiste a decrire la diffusion d'une onde incidente par le potentiel V (x). 
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L'etude des collisions est tres importante, car tout d'abord, historiquement, la decou- 
verte du monde quantique et des particules s'est faite en etudiant des processus de collision. 
Beaucoup d'experiences de physique sont des experiences de collision, ou plus precisement 
de diffusion. En cette annee 2012 les physiciens des particules ont annonce la decouverte 
tant attendue du Boson de Higgs dans les processus de collision au L.H.C. 

La theorie qui suit est valable pour la diffusion d'ondes en general. Elle s'adapte done 
pour la diffusion de la lumiere, ou du son par exemple. 

Nous allons nous restreindre a l'etude des solutions stationnaires, appelee theorie de 
la diffusion stationnaire. La question essentielle sera d'exprimer la composante "onde 
diffusee", a partir de la donnee "onde incidente". 



7.2 Amplitude de diffusion / (k, 0, ip) 

La proposition suivante donne une description des ondes stationnaires d'energie E. (voir 
aussi Melrose |Mel95j Lemme 1.2, ) 

On va utiliser les coordonnees spheriques x = (r,0,<p). 



Proposition 7.2.1. Si ip(x) est une onde stationnaire d'energie E = e'est a dire 
verifiant Hip = Eijj, alors pour r — \x\ ^> 1 (e'est a dire "en champ lointain"), ip s'ecrit 
de fagon unique : 

if)(x)= a- (9, if) +a + (9,ip) hoi- 

>■ / v / V 

Onde spherique entrants Onde sph. sortante 

oil a± (9, <f) appelees amplitudes spheriques entrante/ sortante sont des fonctions 
des variables angulaires seulement, et o (-) decrit un terme qui decroit plus vite que 1/r 
pour r — > oo. 



r = \x\, (7.2.1) 
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rtrr 



V 



Co cnAonr^nCja ( ^ 'f ) 



Les deux premiers termes de Q7.2.1 ) s'appellent "ondes spherique entrantes et sor- 
tantes", car le courant est radial (voir (7.2.10) page 296). Nous appelerons a± (9, if) les 
amplitudes asymptotiques des ondes spheriques entrantes et sortantes. 



Demonstration. (Preuve de Eq. (7.2.1)). Pour r = \x\ ^> 1, loin du lieu de collision, on a 
suppose V (x) 0, done le Hamiltonien s'approxime par 



H~H 0 + o 



x 



P 

2m 



2m 



A 



qui est celui d'une particule libre. On a 



^2 ^2^2 /]\ 

= Eip <^> A-0 = V + 0 I - ) i 1 M> = -k 2 tfj + o - 

2m 2m V r / V r 



En coordonnees spheriques x = (r,9,<f), le Laplacien s'ecrit 



. , l<9 2 (r</>) 1 
= ^ + 



r <9r 2 



1 d ( . n dib 
Sm9 d9 



2 \ sm6d6 



+ 



1 <9 2 V> 
sin 2 0 <9(/9 2 



. , ld 2 (rR) ( \ 
At/j = + o 



r dr 2 
d 2 (rR) __ 
dr 2 



-k 2 Ra 



-k 2 (rR) + o(l) 



(7.2.2) 



(voir cours de mathematiques de Ml |Faul0b"] ). Si on ecrit ip (r, 9,cp) — R (r) a (9, if), (7.2.2) 
donne 
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Cette equation du deuxieme ordre est celle de l'oscillateur harmonique et a deux solutions 
independantes rR (r) = e ±lkr + o (1), soit 



±ikr / -y 

R{r) = +o - 

r V r 



□ 



Remarque : (*) 

o En coordonnees cartesiennes, le Laplacien s'ecrit A = + + et il est naturel 



de considerer les ondes planes : 

^ (x) = e iS r = e ife , p = hkeR 3 
qui sont fonctions propres de H 0 : 



02 fftf 

H 0 ^p = Eij)p, E = — = — — : energie 

2m 2m 



et forment une base de l'espace quantique I? (IR 3 ) (d'apres la theorie de la transfor- 
mee de Fourier). Le spectre est degenere car a une energie E donnee, correspondent 
toutes les ondes planes t.q. peR 3 est sur la sphere de rayon \p\ = \/2mE. L'espace 
propre d'energie E note £e est done de dimension infinie et ces ondes planes en 



forme une base. Mais cette base n'est pas unique. L'ecriture (7.2.1) est une ecriture 
asymptotique generale pour une onde dans l'espace £e- 



Afin d'illustrer la formule precedente (7.2.1 ), considerons pour -0, le cas particulier une onde 
plane d'energie E se propageant dans la direction de l'axe z. Une onde plane correspond 
a une particule libre e'est a dire a une situation sans potentiel V . La proposition suivante 
donne sa decomposition en ondes spheriques. Le resultat montre que l'onde entrante vient 
uniquement de la direction 9 = n et que l'onde sortante (aussi appelee onde transmise) 
part dans la direction 9 = 0. Cela n'est pas etonnant. 
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Proposition 7.2.2. "Amplitudes spheriques d'une onde plane en champ loin- 
tain". Une onde plane selon z pent s'ecrire : 

p +ikr p -ikr / 1 \ 

e lkz = a+ {9) + a_ (9) + o - (7.2.3) 

r r \r J 

avec a_ (0) = ^-5 (9 - tt) , (7.2.4) 
k 

a + (6) = t^l 6{ e). (7.2.5) 

ou 5 est la distribution de Dirac. Plus generalement, pour le probleme libre (i.e. sans 
potentiel V, H = H 0 ), les amplitudes asymptotiques a + et a_ sont reliees par la relation : 

a+ = -Pa- (7.2.6) 



ouV : C (S 2 ) — > C (S 2 ) est Voperateur de parite defini par [P >a J (#> <p) = a(V (9, ip)) avec 
la transformation de parite, en coordonnees spheriques, V : (9, ip) — > (n — 9, ip + n). 
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Remarquer que les amplitudes a± (9) sont independantes de ip (en effet e lkz est invariant 
par rotation autour de z). 

Demonstration. (*) En coordonnees spheriques z = rcos9 l'onde plane s'ecrit : 

gikz ^ikr cos 8 

On cherche a simplifier cette expression en champ lointain, c'est a dire sur une sphere de 
rayon r fixe et tres grand r 3> 1. II s'agit d'une fonction de la forme e %ip ^ avec une phase 
if (9) = kr cos 9. On a cp' (9) = —krs'm9 qui est non nul sauf si 9 — 0, 7T. Cela signifie 
que cette fonction de phase oscille tres vite (pour r 3> 1) sauf en 9 = 0, tc. D'apres le 
"theoreme de la phase non stationnaire" (voir formulaire @@), on deduit que e t(p ^ est 
negligeable pour 9 ^ 0, ir (precisement o (^) pour tout N, aus sens des distributions). II 
nous reste a calculer la valeur de e' lkz en 9 = 0, tc. Pour cela on utilise le "theoreme de la 
phase stationnaire" (voir formulaire @@). La petite difficulte ici est que ces deux points 
9 = 0,7r sont mal decrit par les coordonnees spheriques (9,(p). Pres de ces points, on va 
plutot utiliser les coordonnees (x,y) x := x/r = sin 9 cosy? et y = y/r = sin # sin et 
s'interesser au voisinage du point (x,y) = (0,0). On a alors 

e ikz ~ e ilp 

avec 

1/2 / ~ \ 1/2 

(p = kz = k (r 2 — x 2 — y 2 ) = kr ( 1 — x 2 — y 2 J 

Les derivees sont 

= -krx, ^ = -kry, 

ox ay 

d 2 ^ d 2 p 
dx 2 dx 2 

On observe en effet que la phase est stationnaire (dip = 0) en x = y = 0. Si / (x, y) est une 
"fonction test" non nulle pres de ce point on a au premier ordre dfl ~ dxdy et on ecrit la 
formule de la phase stationnaire^] (@@) : 

e itp fdfl = 

s 2 




e lkr f (0, 0) 



kr 



1. / e^u (x) dx = u(0)+O (i) 
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Ainsi pres du point 9 — 0 (revenant en coordonnees spheriques) 

e ikz = e ikr 5 ^ = ^ 



kr 



avec a + (9) = ^ ^ 5 (9). On fait le meme calcul au voisinage du point 9 = tc pour trouver 
a_ (9). (detailler @@). □ 



Remarque : dans la plupart des livres de physique on trouve l'expansion exacte de e tkz 
a l'aide des polynomes de Legendre^] II est possible de retrouver (7.2.3) a partir de cette 
expansion. On n'a pas eu besoin de cela ici. II nous semble que l'argument de la phase 
staionnaire est plus adapte et plus clair. 

Une onde spherique entrante ne correspond pas a une situation experimentale habi- 
tuelle. Dans une situation experimentale, l'onde entrante est plus souvent modelisee par 
une onde plane incidente. Cela amene a la definition suivante : 



Definition 7.2,3. En theorie de la diffusion stationnaire, on cherche une solution de 
l'equation Hip = Eip, d'energie E = telle que en champ lointain r 3> 1, 

tl>(&=g, + f (k, 9, <p) (^Pj +o Hj) (7.2.7) 

forme d'une onde incidente et transmise selon l'axe z notee Vino et d'une onde 
spherique sortante diffusee, notee 4>diff.- La fonction f (k,9,ip) s'appelle amplitude 
de diffusion et est unique. 



2. Dans les livres, on trouve 



1 oo oo 

a+(6) = --J2 (21 + 1) Pi (cosd) , a + (9) = % - ]T (-1)' (21 + 1) P t (cost 

1=0 1=0 

Voir |BC89[ (6. 86), (6. 77)] pour resommer. 
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Remarques : 

o on note aussi k' := k^ le vecteur d'onde diffuse dans la direction (9,<p). Alors / est 
une fonction de k' : 

f(k') :=f(k,e,<p) 



o D'apres (7.2.3), les amplitudes d'ondes spheriques de ip, equ. (7.2.7) sont 



a_ (9) = -^-5 (9-tt), a + (9, <p) = ^5 (9) + / (k, 9, <p) . (7.2.1 
Le terme 5 (9) correspond a l'onde transmise vers l'avant. 

Rappel sur le courant de probability : 



Proposition 7.2.4. Pour une onde quantique ij) (x,t) quelconque, la densite de proba- 
bility (non normalisee) est donnee par 

P{x,t):= \ij(x,t)\ 2 

On a I' equation de conservation de la probability 

OP 



dt 



+ divj = 0. 



(7.2.9) 



ou la densite de courant de probability est defini par 

j (x, t) := $t (ip (x, t) ( vip (x, t) 



et v 



ill 



V est "I'operateur vitesse' 
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Demonstration. En effet, en supposant V (x) est reel, 

<)F 23? $dti/i) = 23? (V (x) (^hA (x)) = 23? Ufi (x) ( ^ (-V 2 ) if) ) (x) 



dt \ \ h J J \ V 2m 

= -V3? Uj{x) VV>] (z)J = -divj 



□ 



Remarques : 



o D'apres (7.2.9) le champ de vecteur j (x,t) caracterise done le deplacement de la 
densite de probabilite de l'onde ip. Si d 2 s est un element de surface alors (d 2 s.j 
est la probabilite de traverser cette surface par unite de temps. 

o Pour commenter (7.2.9), on rappelle aussi la "formule de transport" : si <fi t ■ — > 
M. 3 est le flot au temps t engendre par le champ de vecteur j, si Vo est un volume 
initial (ensemble de points) quelconque qui evolue au temps t en V t := (fit (Vo) et si 
Qt '■— fyP (x,t) d 3 x est la probabilite de trouver la particule dans le volume V t a 
l'instant t alors (livre de Majda p. 6) 



dQt 
dt 



777 + dlv -? 



d 3 x 



Ainsi 0 = ^* pour tout volume V 0 est equivalent a (7.2.9). 



Le resultat suivant montre un exemple de calcul de courant de probabilite. 



Proposition 7.2.5. Pour les o ndes incidentes ipi nc = e et diffusees ipdiff 
f (k, 9, if) ( — ) intervenant dans (7.2.1), les courants de probabilite sont respectivement : 



Jinc. \X) 



m 



h 



Jdiff. {x) 



f(k' 



m r^ 



(7.2.10) 



Remarque 7.2.6. le courant total diffuse sur la sphere de rayon r est 



surface j 



An- 



il 



rn 



f k' 



est bien independant de r. 



7.2. AMPLITUDE DE DIFFUSION F (K, 9, <p) 
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Demonstration. (*) En coordonnees cartesiennes, Vip inc . = (J^,, J^, J^J e lkz = (0, 0, ik) e tkz 
done 



Jinc 



ill 



m 



— (0, 0, fc) = — 
m m 



En coordonnees spheriques (r,9,<p), (voir cours de math [FaulOb] ). le gradient est 



/ dip 1 dip 1 dip 
di ff y dr ' r d9 ' r sin 9 d(p 

done (en ne gardant que les termes reels) 



jdiff (£) = & [ IPdiff. [ ~ (Vlpdiff 



h , , . 2 „ „ \ h 



m 



(k\ip dif /| 2 , 0,0) 



/ A/ 



m r z 



□ 



Definition 7.2.7. La section efficace differentielle est 



da 



k'\: 



(r 2 


jdiff 


) 




Jinc. 





f(k' 



(7.2.11) 



(la deuxieme egalite vient de (7.2.10)). La section efficace totale est 



(7.2.12) 



Remarque : D'apres cette definition, da est la probabilite de diffuser vers l'element de 

surface r 2 d£l, normalise par le courant de probabilite incident jinc. • D'apres (7.2.11), 

et a tot ont l'unite d'une surface. L'interpretation est que le potentiel V a un effet dittuseur 
comme une objet de surface equivalente effective a tot (et de meme da est la surface 
equivalente qui ferait diffuser dans Tangle solide dQ). 
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7.3 Approximation de Born 

La description precedente est tres generale et s'applique a tout potentiel V qui decroit 
pour r — > oo mais arbitraire pres de l'origine. En general il est tres difficile (voire impos- 
sible) de calculer les solutions de l'equation de Schrodinger stationnaire, et en particulier 



l'amplitude de diffusion / de Eq. (7.2.7). Cependant, dans le cas de l'absence de potentiel, 
V = 0, il n'y a pas de diffusion, / = 0, done pour un potentiel tres "faible", on peut calculer 
l'amplitude de diffusion, en utilisant la theorie des perturbations stationnaires. Le resultat 
obtenu s'appelle l'approximation de Born. 



Proposition 7.3.1. "Approximation de Born". Pour un potentiel V faible, au premier 
ordre dans la theorie des perturbations, V amplitude de diffusion est 




(7.3.1) 



avec U (x) = j^V (x) avec k' = (k,9,ip) (en coord, spheriques) le vecteur d'onde diffuse. 



En fait / yk'j prend une forme encore plus simple pour des potentiel a symetrie sphe- 

rique U (r), appeles potentiels centraux, voir TD. Voir aussi le TD pour le calcul explicite 
de sections efficaces differentielles et totales, pour certains potentiels a symetrie spherique. 



Demonstration. (*) On souhaite resoudre 

Hip = Eil) 

avec H = Hq + V, H 0 = |-. On sait que l'onde plane if) inc . = e lkz est solution de Hoipinc = 



7.3. APPROXIMATION DE BORN 



299 



Eip inc . Mors 

(h-E)iI>+ (Hq - E) Vine = 0 

& Vij + (Hq - E) - Vine) = 0 
^ = Vine - (#0 - 

Dans cette derniere equation, appelee equation de Lipmann-Schwinger, on a utilise 

l'inverse 3 de I'operateur (h 0 — E^j qui n'est pourtant pas inversible. En fait il est inversible 

pour z E (C\M + ), et on considere ici la limite z — >■ E G K + . 

En premiere approximation (cad en negligeant le potentiel V), on a ip^ = ipi nc . Ensuite 
a l'ordre 1 on a l'expression de ip dans l'approximation de Born : 

= ^ nc - f^o-^rV^ (7.3.2) 



(On peut continuer et obtenir l'approximation de Born a l'ordre n : ij)^ 1 ' = tpi nc — 
(H 0 - E)- 1 V#~», mais rien ne garantit que cette suite converge!). 

Le noyau de Schwartz[j] de la resolvante, appelee fonction de Green de H 0 , estf\ 



l / fi2 \ e ±ik\x'-x\ 

lim (x\ [Hq — z) \x) = I I 



z^e \ ) \2m J An \x' — x\ 

Les signes ± dependent de la limite utilisee pour approcher E e R (par le demi-plan 
3 (E) > 0 ou ^s(E) < 0). Done avec l'approximation de Born (7.3.2) : 

(£) = (x) - ! (x\ (h 0 - E) 1 \x')V (£') (x'\^ mc ) d 3 f 



±ik\x' —x\ 

e ikz - I — — -U (x 1 ) e ikz 'd z x* 



An \x' — x\ 
En champ lointain, r = |x| 3> \x'\ alors 



\x — x\ = x — 2xx + x = r 1 — h 



^2 



3. De fagon generale, I'operateur inverse (jlo — E^j est appele la resolvante de Hq. 

4. Pour un operateur A, les elements de matrice dans la base position forment une fonction K (x, x') — 
(x\A\x') appelee noyau de Schwartz de I'operateur. 

5. Comme Hq = (j^) (—A), il s'agit de la fonction de Green G de I'operateur Laplacien sur M 3 . Ce 
resultat est standard : 

ik\x-y\ 

G = 



An \x — y\ 



Voir (A. 1.3 1 dans l'appendice. 
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done (comme (1 + x) 1 ^ 2 = 1 + \x + o (x)) 



->->/ \ / ->ii 

rfry' \ / ry' 



x-x\=r[l -\+0[ — ] =r + 0(l 



Done 



2 / j- 



0 ±ik\x'-x\ ^ e ±ikr e Tik^f- _ ^ikr^ik'x' _ 

r 



Ainsi, comme e 



ikz' „ikx' 



p±ikr 

V> {1) (x) ~ e ikz / e Tlk '*'U (f ) e ik *'d 3 x' 



= e ikz + f(k,9^) 

\ r 

ou on a garde la solution sortante e +lkr et avec 

/ (k, 9, ip) = J e iKs 'U (f ) rf 3 f, A = k-k'. 



□ 



Remarques : 

o Le resultat de Born (7.3.1) montre que au premier ordre, l'amplitude de diffusion 
/ yk'j est directement reliee a la Transformee de Fourier du potentiel U (x). 

D'apres la theorie des transformees de Fourier, on peut done reconstruire le potentiel 
par une transformee de Fourier inverse. Cela s'appelle le probleme inverse, 
o Par exemple si le potentiel est periodique, (ce qui est le cas en cristallographie, ou 
Ton fait diffuser une onde quantique de neutron ou une onde electromagnetique de 
type rayon X, sur un cristal) alors l'amplitude de diffusion est la T.F. d'une fonction 
periodique, et d'apres la theorie des series de Fourier, e'est un reseau periodique de 
distributions de Dirac 5 (kr^j appele reseau reciproque. (C'est en effet le reseau 

dual du reseau cristallin). On retrouve ainsi la theorie de la diffraction de Bragg 
|AM76j . 

@@ Mettre figure de reseau reciproque pour crital et quasi cristal (= par def le reseau 
reciproque est discret). @@ 

Exercice 7.3.2, @@ a developper @@ Si le potentiel U (x) est une somme de distributions 
de Dirac sur le reseau LI? (cad cristal cubique de periode L, ex : or, cuivre, fer austerite, 
diamant), montrer que les pics de diffusion sont en 



LA = (k - k'^j L = 2nm, m E Z 3 



appeles "condition de Laue" (1914). La resolution graphique de cette equation est la 
suivante et utilise la "sphere d'Ewald" (1921). 

Dans le cas courant d'une poudre de petits monocristaux, on moyenne sur les directions. 



7.4. OPERATEUR DE DIFFUSION, LA MATRICE S 
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7.4 Operateur de diffusion, la matrice S 

Re-considerons le probleme general de la diffusion sans faire l'approximation de Born. 
Nous rappelons un resultat simple mais fondamental que nous avons obtenu qui est la de- 



composition (7.2.1) d'une onde stationnaire en amplitudes entrantes et sortantes a± (9,ip), 
en champ lointain r ^> 1. 

Le resultat suivant montre que ces deux amplitudes sont reliees entre elles. 



Proposition 7.4.1. A k > 0 fixe, V 'amplitude de I'onde sortante a + (8,(p) s'exprime a par- 
tir de I 'amplitude a_ (9, ip) par un operateur unitaire appele operateur de diffusion 
ou matrice S : 



S{k): 



'L 2 {S 2 ) -*L 2 {S 2 ) 
a-(6,<p) -+a+{e,<p)=(s(k)a-){e,<p) 



Remarques : 

o Le produit scalaire sur L 2 (S 2 ) est ff s2 a(9,<p)b(9,<p)d£l, avec dVl = sin. 9 d9 dip, 
l'unitarite de l'operateur s'ecrit done : 



S (k) a. 



|a+ (9, <p)\ 2 dQ 



s2 



|a_ (9,p)\ 2 dn 



5^ 



(7.4.1) 



La propriete d'unitarite traduit done la conservation de la probability lors de 
la diffusion (et cela apparait clairement dans la preuve ci-dessous). 
o Dans le cas "particule libre", e'est a dire avec un potentiel nul V = 0, on a vu d'apres 



equ.( 7.2.6) que l'operateur de diffusion s'exprime a partir de l'operateur parite : 

S (k) = -V 



o En general (potentiel V non nul), d'apres l'expression (7.2.8), l'amplitude de diffu- 
sion / (fc, 9, ip) peut s'exprimer a partir de l'operateur de diffusion par l'expression 
suivante : 



f(k,9,<p) 



(27T) 



S(k)6(6 



7T, 



(2VT) 



6(9) 



(7.4.2) 



k \ ') k 

o Connaissant le potentiel V (x) qui determine le processus de collision, le probleme 
general en theorie de la diffusion consiste a trouver l'expression de cet operateur 
de diffusion S (k). 
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o Experimentalement, on envoit une onde incidente a_ et on observe l'onde sortante 
a+. Plus precisement on detecte la distribution de probabilite \a + (6, ip)\ 2 . On a 
done acces a l'operateur de diffusion S(k). Un probleme important est de trouver 
les lois des forces d'interaction modelisees par le potentiel V (x), responsables de 
cette collision. En d'autres termes, un probleme important est de resoudre ce que 
Ton appelle le "probleme inverse" : determiner le potentiel V (x) } a partir de la 
connaissance de la matrice S (k) de diffusion. 



Demonstration. (*) (de la proposition 7.4.1). Par definition meme d'un operateur unitaire, 



il faut montrer la conservation de probabilite, Eq.(7.4.1). Pour cela on utilise la relation 



(|7.2.9|) qui traduit la conservation de la probabilite. On considere la sphere S r de rayon 

e de rayon r. L 'equation de coi 
et tenant compte du fait que 



dp 
at 



r ^> 1. On note B r la boule de rayon r. L'equation de conservation de la probabilite (|7.2.9|) 
integree sur la boule B r , 
donne 



0 



div 



0 (en regime stationnaire) 
(7.4.3) 



Or d'apres (7.2.1) et (7.2.10) le courant a deux composantes (entrante et sortante) 



3 = U + 3- 



avec j± 



h 



a± Ik' 



m r z 



On a J s J±.d*s = ±ikj sr \a ± (k> 
donne 



dVt done la conservation de la probabilite (7.4.3) 



\a+(6,<p)\Un= // \a-(9,<p)\ z dn 
s 2 J Js' 2 

Montrant que S (k) est unitaire. (@@ En fait il reste a montrer que S est bien une appli- 
cation cad que pour toute donnee entrante a_ il y a une solution, et inversement). □ 



7.5 Theorie des ondes partielles pour les potentiels cen- 
traux 

On va supposer maintenant une hypothese simplificatrice qui est que le potentiel V (x) 
est invariant par rotation, done de la forme V(r), r = \x\. On dit que e'est un potentiel 
central ou potentiel a symetrie spherique. 
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Rappels : D'apres la theorie des harmoniques spheriques, voir Theoreme |6.3.1| page 
sous Taction du groupe des rotations, l'espace L 2 (S 2 ) se decompose en espaces de 



representations irreductibles 



L 2 (S 2 ) 
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et Yi jTn (9, cp), m — — I . . . + I et I fixe forment une base de l'espace V t . Done les fonctions 
Yi :m (6, if) avec I = 0, 1 . . . oo, m = + 1, . . . + I forment une base de l'espace des 

fonctions a(9,<f) G L 2 (S 2 ). Par consequent dans cette base on peut exprimer l'operateur 
de diffusion S (k) par une matrice (infinie) dont les elements sont : 

( S ( k ))(l',m'),(l,m) = ( Y l',m'\S (k)Y hm ) 

Nous allons voir que pour les potentiels V a symetrie spherique, cette matrice est tres 
simple : la diffusion sur un potentiel central se fait de fagon independante pour chaque 
moment angulaire I, i.e. dans chaque espace T>\. On appelle cela un "canal de diffusion". De 
plus dans chaque canal I la matrice de diffusion est caracterisee par une seule phase 5/. 
Plus precisement, 



Proposition 7.5.1. Si V (r) est un potentiel a symetrie spherique alors l'operateur de 
diffusion est de la forme tres simple : 

S(k) = @T =Q e iSl{k) Id Vl 

e'est a dire qu'il est diagonal dans la base Yi }7n , 

{Y Vtm ,\S (k)Y hm ) = e^5 Vtl 5 m ,, m 

avec Vamplitude e tSl ^ qui depend de I seulement. Dans le cas V = 0, on a e 1131 ^ = (— l) z+1 . 
Pour cette raison, on decide d'ecrire en general : 

e isi{k) _ /_]\J+1 gi25i 

oil Si est appele le dephasage. 



Argument heuristique utilisant principe d'incertitude : (voir TD) On a Si ~ 0 
si / 3> k.a (ou L 3> ||p.a||). en particulier a basse energie, k — > 0, seul le mode / = 0 est 
significatif. C'est la "diffusion isotrope" ou "diffusion s". 
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Exemple : en TD, on calcule les dephasages Si pour un potentiel central constant par 
morceaux. 

Demonstration. La symetrie spherique se traduit par la relation 

RS (k) RT 1 = S (k) , WR operateur de rotation. 



S(k),R 



0 



et d'apres le Lemme de Schur page 264, sur l'espace L 2 (S 2 ) = ®^Z 0 T>i (forme de repres. 

S)iZ 0 \kIvi avec A fc € C. Finalement le 



irreduc. non equivalentes) on deduit que S (k) 
fait que S (k) est unitaire s'ecrit S + = S" 1 . Or S H 

1 1 2 

done A fc = X k \X k \ =1. Done X k est de module 
forme X k = e lSl ^ k \ 



r l=0 XkIv t et S 



®Zo (A* 



1. Done X k est de module 1, et on peut choisir de l'ecrire sous la 



Dans le cas V = 0 (pas de potentiel), on a vu en ( 7.2.6 ) que l'operateur de diffusion 
est S = -P. Or PY lm = (-l) l Y lm done V\ Vl = (-1)'/ et Sp, = (-l) m J. On deduit que 

e is, = (_1) /+1 . 



□ 



Proposition 7.5.2. Si V (r) est un potentiel a symetrie spherique, la section efficace 



totale defini en (7.2.12) s'ecrit : 

oo 

otot = 

1=0 

avec la "section efficace partielle des ondes I" donnee par : 



4vr (21 + 1) 

k 2 



sin 2 (St) 



Demonstration. (*) On a vu en ( |7.4.2 ) que l'amplitude de diffusion est donnee par 



f(k,9) = -^(s(k)S(9-n))-^±S(9) 



k 



k 



(independante de ip en symetrie spherique). Notons Pi : L 2 (S 2 ) — > V t le projecteur ortho- 
gonal sur l'espace T>i (des harmoniques spheriques a / fixe). La relation de fermeture s'ecrit 
Il 2 (s 2 ) — @iPi- Dans le cas de la symetrie spherique on a PiS (k) = e lSl ^Pi done 



/(M) 



(27T) 



(2tt) 



J2Pi((s(k)S e= J)+S e= 
i 

^{e^m^ + PiSe^ 
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Par parite, yPi5o =n J (6) = (—1)' [Pi5o=o ) (#)■ Par ailleurs 5 e=Q est independant de (f done 
se projette seulement sur m = 0 : 



PiSo=o)(6) = (e,ip\Y m )(Xi O \Q,0) = Y m (e,<p)Y l0 (0,0) 



Done 



/(M) 



(27T) 

jfe 



^(e lSi (-l)' + l)^o (0,^0 (0,0) 



Finalement d'apres (7.2.11) la section efficace totale est 

\2 



Otot 



|/(*,<OI"«m = ^-£ 

S 2 ■ i 



■IV + 1 



l^o (0,0) | ; 



Pour eliminer les termes non diagonaux Y^v^ii 011 a utilise la relation d'orthogonalite 
des harmoniques spheriques (Yi'm'\Yim) = &v i$m' m- On utilise maintenant que \Yi 0 



m 1/2 et que 



e i»i + 1 



e i25 < +ir = | e - M ' -e 



-iSi _ J&i I 2 



4 sin 2 5/ 



Alors 



(2tt) 2 ^ , . 2 .v /2Z + 1\ 



47T 



£ (2/ + 1) sin 2 5, 



□ 
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Chapitre 8 

Methodes d'approximation ; resolution 
approchee 



Sur l'interet des methodes d'approximation : 

o Certaines sont parfois indispensables, sans cela le probleme serait insoluble, 
o Certaines permettent de comprendre aussi le phenomene en termes simples, ou de 
mettre en evidence l'essentiel d'un phenomene. 
On s'efforcera de bien preciser les conditions de validite de chaque methode. 

Pour simplifier la discussion, il y a deux grands types de problemes que Ton cherche 
a resoudre en mecanique quantique : etant donne un Hamiltonien H associe au systeme 
etudie, 

1. Probleme stationnaire : si H est independant du temps, trouver les valeurs propres 
(niveaux d'energie) et vecteurs propres (modes stationnaires), c'est a dire resoudre 



1.5.4 



page 



53 



l'equation de Schrodinger stationnaire Hip = Eip. Voir Section 

2. Probleme d'evolution (non stationnaire) : etant donne un etat ip (0) a la date 
t — 0, calculer son evolution ijj (t) a d'autres dates t, c'est a dire resoudre l'equation 
de Schrodinger dependant du temps ihdip/dt = Hip. 

Remarque : Les deux problemes ne sont pas independants et sont meme relies en prin- 



cipe. Le probleme 2 decoule du probleme 1, voir p|53j Le probleme 1 decoule du probleme 
2 par transformee de Fourier. Mais cela reste en principe car la solution n'est pas toujours 
tres explicite. De plus les relations sont moins evidentes lorsque Ton a des solutions ap- 
proximatives seulement. Qualitativement, il est correct de penser, en invoquant le principe 



d'incertitude AtAE ~ h (page 91) que une erreur AE sur les valeurs propres permet de 

h 

AE ' 



connaitre revolution d'un etat seulement pour des temps t < At = et inversement. 



8.1 Theorie des perturbations stationnaires 

Pour un probleme stationnaire ou non stationnaire, l'idee est de separer le Hamiltonien 
en deux parties : H = H 0 + XH 1} telles que Ton sache resoudre le probleme pour H 0} et 



307 



308 CHAPITRE 8. METHODES D 'APPROXIMATION ; RESOLUTION APPROCHEE 



que XH\ est considere comme une petite correction (limite A — > 0). On appelle l'operateur 
Hi la perturbation. Ainsi on exprime les solutions du probleme par un developpement 
limite en A. 

Plus precisement : 



Probleme pose : Dans la theorie des perturbations stationnaires, le probleme est de 
trouver les vecteurs propres ip n (A) et valeurs propres E n (A) d'un Hamiltonien : 

H (A) \ip n (A)) = E n (A) |*0n (^)) :inconnus (8.1.1) 

sachant que 

H (A) = H 0 + XHt 

ou A G R, A <C 1 est tres petit, H Q = H (0) est un operateur dont on connait le spectre, 
suppose discret et note : 

H 0 \n) — £ n \n), n > 0 

avec |n), n e N les vecteurs propres formant une base orthonormee et e n les valeurs etant 
classees par ordre croissant : 

£o < £i < ^2 < ■ ■ ■ connues 

i/i est un autre operateur appele perturbation que Ton connait par ses elements de 
matrice dans la base |n) : 

{n'\Hi\n), ,n',n>0 : connus 

En resume on cherche des formules pour les valeurs propres E n (A) et les composantes des 
vecteurs propres ip n (A) dans la base |n) pour A 1 : 

E n (A) , (n'\i/) n (A)) : inconnus 



Remarque sur les degenerescences II se peut que N valeurs propres consecutives 
soient egales a une meme valeur e : 

e = e n = £ n +i = . . . = £ n+ 7v-i 

Dans le cas iV > 2 on dit que la valeur propre e est degeneree de multiplicity N. 

Au contraire si e n _i < e n < e n+1 on dit que e n est non degeneree ou valeur propre 
simple. 

La situation de degenerescence (N > 2) peut paraitre exceptionnelle. Elle apparait ce- 
pendant assez souvent due a des symetries (i.e. invariance par un groupe non commutatif). 



8.1. THEORIE DES PERTURBATIONS STATIONNAIRES 
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C'est le cas bien connu du spectre de l'atome d'hydrogene, ou la symetrie est l'invariance 
par le groupe de rotation, voir chapitre[6j 

Mais une degenerescence dans le spectre peut aussi apparaitre sans raison de symetrie. 
On peut en trouver en modifiant convenablement des parametres externes a H 0 . 

8.1.1 Cas de niveaux non degeneres 

On presente ici la methode dite de Rayleigh-Shrodinger. 



Voir figure 8.1.1 




Figure 8.1.1 - Schema des valeurs propres non degenerees E n (\). La theorie des pertur- 
bations exprime le developpement limite de E n (X) en A ~ 0. 



Proposition 8.1.1. "Perturbation d'un niveau non degenere". Si e n est une valeur 
propre non degeneree de H Q (n est fixe ici) alors on peut ecrire pour A <C 1 : 

E n (A) = e n + A£ (1) + A 2 £ (2) + . . . 
|^(A)) = |n) + A|^ {1) ) + A 2 |^ 2 )) + ... 

oil les premieres corrections sont donnees par 

E^ = (n\Hx\n) : correction ler ordre a I'energie (8.1.2) 

. ri N (n'\Hi\n) . 
(n \ip K ') = , n ^ n : correction ler ordre au vecteur propre 

et (n|^ (1) ) = 0. 



2 



\{n'\H x \n) 

= J . correc ti on 2eme ordre d I'energie (8.1.3) 



n'^tn 
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Remarques : 

o Le vecteur \-ip^) s'exprime done par ses composantes : 



i^ (1) > = E k>w (1) > = E 



K)(n'|#i|n) 



o Pour le niveau fondamental e 0 alors (e 0 — e n i) < 0 done E^ < 0 . Par consequent 
E 0 (A) = e 0 + XE^ + X 2 E^ est une fonction concave. Voir figure 8.1.2 



ler ordre 



ordre 0 




2eme ordre 



Figure 8.1.2 - Pour le niveau fondamental, E 0 (X) est une fonction concave. 

o (*) On peut calculer les termes a tout ordre. Mais cela devient complique. II y a 
d'autres fagon d'ecrire le developpement, plus maniables, utilisant la resolvante de 
H 0 , cf methode de Brillouin-Wigner, cf Ballentine |L.E90] p. 268 ou messiah |Mes64| . 
On peut aussi utiliser des representations graphiques des termes developpes, appele 
diagramme de Feynman (tres utiles en theorie quantique des champs). 



Demonstration. On a deja remarque que le vecteur propre est defini a une constante pres, 



page 46 Comme \ip n (0)) = \n), on peut fixer ce choix en imposant : 



(n|Vn (A)) = 1 

Ce choix entraine que VA, 

1 = (n\^ n (A)) = (n\n) + A(n|^ (1) ) + . . . = 1 + A(n|^ (1) ) + 



done : 



(n|?/> W ) = 0, i = l,2... 



II suffit maintenant de re-ecrire eq.(8.1.1) 



H 0 + XH,) (|n> + A|V (1) ) + ...) = (e» + A£ (1) +) (|n> + A|V (1) > + . . •) 
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de developper l'equation et d'identifier les coefficientsQde A* pour i — 0,1, Cela donne : 



A 0 
A 1 
A 2 



H 0 \n) = e n \n) 
Hol^} + Hi\n) = e n |V (1) ) + E^\n) 
HoW 2) ) + HiW 1] ) = e n \^) + EWtyW) + E^\n) 



Ensuite, on projette les equations sur les vecteurs non perturbes \n'), (cad que Ton 
multiplie par (n'\ et sachant que H 0 \n') = e n i\n')), donnant : 
Pour A 1 : 

e n ,{n'\i) {l) ) + (n'|#i|n) = e n (n'|^ (1) ) + E w (n'\n) 
en particulier pour n! = n : 

E^ = (n\Hi\n) : correction ler ordre a l'energie 

et pour n' ^ n : 

n im (n'\Hi\n) 



(n'\ip w ) 



n 7^ n : correction ler ordre au vecteur propre 



Pour A 2 , on projette de meme sur |n) : 

e n (n\^) + Hi^l^) = e n (n\^ 2) ) + E^(n\^) + 
done E<® = (nlHM^) = £ (nlHtln^Mlip^) soit : 



£ ,2) = E 



(n'\H\\n) 



: correction 2eme ordre a l'energie 



□ 



8.1.2 Exemple : vibration anharmonique d'un atome 



references : Cohen |CBF| Complement A X i p. 1100, Bransden [BC89|p.363. 
Supposons qu'un atome de masse m vibre a une dimension x autour de sa position 



d'equilibre. II se trouve done dans un puits de potentiel V(x), illustre sur la figure ( |2.2.1[ ) 
page 



99 



Nous avions effectue l'approximation lineaire (ou Harmonique) en ne gardant que la 
partie quadratique du potentiel, V(x) = \kx 2 . Nous allons traiter ici le terme suivant 



correctif de eq.(2.2.1), par la theorie des perturbations. 



1. On utilise le fait que si une serie 0 = S (A) = s 0 + s\ \ + s 2 A 2 + . . . est nulle alors chaque coeficient 



S{ = 0 est nul. La preuve est que 0 = 4-f (0) = sq, mais aussi 0 = S' (0) = s\ etc 
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Pour simplifier l'expose, nous allons supposer que le terme suivant en x 3 est nul, et ne 
traiter que le terme en x 4 . 

La dynamique de la particule est done decrite par le Hamiltonien : 

/ / 1 



— — I — kx 2 + Ax 4 
2m 2 



(8.1.4) 



Pour appliquer la theorie des perturbations ci-dessus, on pose 

6 ° - £ + l ki2 

dont on connait deja le spectre, e'est l'oscillateur Harmonique. 
Le terme de perturbation est 

A#i = Ax 4 

a condition que A< 1. 

Noter que si A < 0, le potentiel n'est pas confinant, et le spectre est alors non discret. 
La theorie precedente ne s'applique que pour A > 0. 

On s'interesse au niveau fondamental E 0 qui est non degenere. 

Rappels sur l'oscillateur Harmonique : on a Hq\0) = e 0 \0) avec 

1 



e 0 = -hw 



(x\0) 



7T(J 



2^/4 



cxp 



x 



2o< 



a 



h 



1/2 



On deduit que la correction au premier ordre est d'apres ( ]8.1.2 ) 



EM = (0|i?i|0) = J dx(0\x 4 \x)(x\0) 

dxx 4 \(x\0)\ 2 

(e'est une integrate Gaussienne, cf ??). 
et au deuxieme ordre d'apres (8.1.3) : 



7TO" 



2^1/2 



-4 4j 3 4 

e <r 2 x ax = -a 
4 



(n'|ff,|0) 



^0 — £ n' 



(Le calcul plus complique, se fait grace a l'algebre des operateurs a,a + . II faut exprimer 
In'}, Hi = x 4 a partir de a + et |0)). 
Et Ton a au final 

E 0 = eo + \E^ + X 2 E^ + ... 



Voir figure 8.1.3, ou ce resultat est compare a un resultat exact obtenu de fagon numerique. 



8.1. THEORIE DES PERTURBATIONS STATIONNAIRES 



313 



Eft,) 



0.7 
0.6 
0.5 
0.4 
0.3 
0.2 
0.1 
0 



Exact (numerique) 



perturbation 
2eme ordre 



0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 ( 

-x 



Figure 8.1.3 - E 0 (X) pour eq(8.1.4). h= 1, m = 1, u = 1 



8.1.3 Cas de niveaux degeneres 



Proposition 8.1.2. "Perturbation d'un niveau degenere". Supposons que la valeur 
propre e de H 0 soit degeneree avec la multiplicity N. On note \n,i), % = 1,...,N des 
vecteurs propres associes a cette valeur propre e et orthogonaux entre eux. Autrement dit, 
ces N vecteurs forment une base o.n. de I'espace propre degenere, note H £ , qui est un 

espace de dimension N. 

Alors au premier ordre, les N vecteurs propres de H note \ip^),k = 1 . . . N appartiennent 



a cet espace % e . Leurs composantes ipl 



(n,i\^ ] ),i 



N et leur energie no- 



tee [e + XE 



(i) 



sont solution de U V equation aux valeurs propres" de la matrice N x N 



d'elements H it j := (n,i\Hi\n, j) c'est a dire : 



Vi, k 



N 



En general, on s'attend a ce que les corrections a l'energie E^\k = 1 . . . N soient diffe- 
rentes c'est a dire que la perturbation enleve la degenerescence. Lorsque la degenerescence 
est due a une symetrie, il faut pour cela que le terme Hi ne respecte pas cette symetrie. 



Voir figure 8.1.4 



Remarques 
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Figure 8.1.4 - La degenerescence en A = 0 de multiplicity N = 3 est levee par la pertur- 
bation. 

o Ce resultat simple a de nombreuses applications, voir TD : 

— TD : Molecule H-Cl dans un champ electrique : rotateur rigide, cf Bransden 
|BC89| p531-533. 

— TD : Effet Starck, champ electrique sur atome H. polarisabilite. 

— TD : Structure fine de l'atome H, a mentionner ou TD ?, 

— Structure hyperfine : cf Cohen Chapitre XII. 

— TD : exemple : Oscillateur harmonique 2D isotrope, perturbe par ... 

Demonstration. On cherche a decrire la modification de la valeur propre e pour A ^ 0. On 
ecrit comme ci-dessus : 

E (A) = e + A£ (1) + A 2 £ (2) + . . . 
|^(A)) = |^°)) + A|^ 1) ) + A 2 |V (2) ) + --- 

(cette fois ci, on introduit car il n'y a pas de raison que \ip (A)) — > \n,i) si A — > 0. Le 

vecteur |^(°)) est inconnu). On obtient a nouveau 

A 0 : #o|^ (0) > =^ (0) > 

A 1 : H 0 \¥ 1] ) + #i|^ (0) > = ^ {1) > + EW\ipW) 

On projette la premiere equation (A 0 ) sur les etats \n') £ "H £ , e n i ^ e n , donnant : 

(e n> -e) (n'|V (o) } = 0 

done (n'\ip^) = 0. Ainsi le vecteur e H £ appartient a l'espace propre degenere. Ce 

vecteur inconnu est caracterise par ses N composantes(n, i\ip^),i — 1, . . . , N. On projette 
la deuxieme equation (A 1 ) sur le vecteur de base \n,i) G % £ : 

e{n,i\ip {1) ) + (n,i\Hi\ip {0) ) = e(n, + E w (n, i\ip {0) ) 
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ainsi : 



qui s'ecrit 



(n,i|^i|V (0) ) = E m (n,i\ip {0) ), Vi = 1,...,N 



N 



3=1 



8.2 Theorie des perturbations dependant du temps 



□ 



reference : Bransden |BC89| p410-426 : theorie et Bransden p494-492 : application. 
On va ici illustrer la theorie des perturbations dependant du temps, en etudiant un 
atome avec un electron soumis a une onde electromagnetique exterieure, dans l'approxi- 



mation dipolaire electrique. Voir figure 8.2.1 On cherche a decrire revolution resultante 
de l'atome dans le cadre de la mecanique quantique. 

En particulier, on observera si l'atome absorbe de l'energie du champ ou si au contraire 
il perd de l'energie. 

Ce probleme rentre dans le cadre tres general de l'etude des interactions entre le rayon- 
nement et la matiere. 



E 



& 



B 



o 



charges 
atomiques 



Onde plane incidente 



Figure 8.2.1 - Action d'une onde plane incidente sur un atome : il se met a osciller dans 
la direction du champ electrique incident. 



8.2.1 Rappels sur l'approximation dipolaire electrique 
8.2.1.1 Onde plane 

ref : Cohen T p. 1300 [CBF] . 



316 CHAPITRE 8. METHODES D 'APPROXIMATION ; RESOLUTION APPROCHEE 



Une onde plane dans le vide, de vecteur d'onde k, de frequence oj est decrite par les 
champs electriques et magnetiques : 



E(x,t) = M(Ere-^e rk£ ), E, G C 3 



B(x,t)^U[B^e-^e ikS ), e C 3 

avec les contraintes (portant sur les vecteurs complexes) : 



B 



B = - — AE 
c * k 



.2.1) 




II reste comme parametre libre les deux phases du vecteur complexe dans le plan 

— * 

orthogonal a k. Ces deux phases decrivent la polarisation du champ electromagnetique. 
Par exemple polarisation Droite/Gauche ou rectiligne y/z. 

— * — * 

Le champ B oscille done avec le champ E. 

8.2,1,2 Forces electriques et magnetiques 

On remarque le facteur 1/c pour l'intensite du champ B par rapport au champ E. Cela 
a la consequence suivante : pour une particule de charge q, de vitesse v, l'intensite des 



qvAB 



qvB 



forces electriques et magnetiques sont respectivement : Fe = qE, Fb 

Done pour des vitesses non relativistes v c, la force magnetique est negligeable : 

F B ^F E 

on ne gardera done que la force electrique Fe = qE(x,t) s'exergant sur l'atome. 
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8.2.1.3 Approximation dipolaire electrique 

Une approximation supplemental est que le champ E (f , t) pent etre considere comme 
uniforme pres de I'atome, dans les cas qui vont nous interesser. 

La fonction d'onde subit a l'instant t un champ electrique quasiment uniforme (i.e 
independant de f) dont la valeur est celle a la position f 0 de I'atome : 

E(x,t) ~ E(x 0 ,t) 

Cette approximation n'est pas valable pour les longueurs d'ondes trop petites, c'est a 
dire a partir des rayons X. 

La force electrique derive alors d'un potentiel scalaire Hi lineaire : 



Fe = —grad(Hi) = qE(x 0 ,t) 
Hi(x,t) = —qx.E(x 0 ,t) = —D.E(x 0 ,t) 

ou D = — qx est appele le moment dipolaire electrique de I'atome a un electron. 



Dans cette approximation dipolaire le Hamiltonien de l'electron s'ecrit 



avec 



avec : 



p" 
2m 



Ze 2 



(47T£ 0 ) 



X 



Hamiltonien non perturbe 



Hi(t) = —qx.E(t) : perturbation dependant du temps 

= We iuJt + W + e~ iujt 



W = — of .E E e~ ikS<> 



On a utilise (8.2.1): 



E (t) = E(x 0 , t) = ft[ E^e-^e^* 0 



2t %.^e-^ + adjoint 



Remarque : 

o Dans l'expression de W ci-dessus l'operateur est seulement f . 



o Une derivation plus rigoureuse de l'expression de if a partir de l'expression eq.(3.2.4) 
est donnee dans Cohen T |CBF| . page. 1298. 



318 CHAPITRE 8. METHODES D 'APPROXIMATION ; RESOLUTION APPROCHEE 



8.2.2 Effet d'une onde coherente ; transitions dans le spectre dis- 
cret 

Supposons que a l'instant t = 0, l'atome soit dans un etat 

m = o)) = iv«> 

qui est un des etats stationnaires du spectre discret de H 0 : 

H 0 \4>k) = Ekl^k) 



On suppose que le champ electromagnetique (8.2.1 ) apparait pour t > 0, et que son action 



est assez faible pour le traiter comme une perturbation. 
8.2.2.1 Question : 



Quelle est I'expression de devolution de I'etat \if)(t)) pour t > 0 ? (a exprimer dans 
la base \ipk)k des etats stationnaires de H 0 ). 

En particulier, quelle est la probabilite de transition vers un autre etat \ipb) du spectre 
discret : 

p a -> b (t) = \{ip b m))\ 2 =? 




8.2.2.2 Reponse : 

pour cela on decompose \i/j(t)) dans la base propre de H 0 : 

k v — - — ' ^ 

Evolution sous H 0 , Coef inconnu 
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ou Ck(t) G C sont des composantes inconnues. 
A t = 0 on a 

c fc (0) = 5 fc ,a (8.2.2) 

On a aussi : 

i=(mm)) = y EMt)\ 2 

et 

P a ^ b (t) = \(^(t))\ 2 = h(t)\ 2 



Pour pouvoir considerer le champs E comme une perturbation, on remplace E par 
E = XE 0 dans l'expression de H, avec A un parametre sans dimension, et E 0 un champ 
fixe. On ecrit aussi H\(t) = —qx.E 0 (t), et 

H(t)=H Q + \H l (t) 

Cela nous permet juste de faire des developpements limites pour A — » 0. L'equation de 
Schrodinger 

im)) f 4m)\m) 



dt \ h 

donne alors : 



k ^ ' V fe 



soit en multipliant par : 



''' / j "4 E e-^e^ & b \Hi(t) m (8.2.3) 



(it ft 

k 

On notera l'element de matrice de la perturbation : 

H b , k {t) = ^ h \H x {t)\^ k ) 

et la frequence de Bohr : 

Eb — E k 

Ub,k 



h 



L'equation (8.2.3) est rigoureusement equivalente a l'equation de Schrodinger. On peut 
la developper en puissances de A. On pose : 

c fc (t) = 4 0) + Aci 1) + A 2 4 2) + ... (8.2.4) 
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Cela donne : 



A 0 : 
A 1 : 



dc 



(0) 



lit 



dc 



(1) 



lit 



"£cf\t)e^H b , h (t) 



La resolution tenant compte des conditions initiates (8.2.2), donne : 

$\t) = 6 b>a 

4 1) (*)= -i!l^ h ' at 'H b ,a{t')dt' etc 



done au premier ordre \c b (t)\ z = A 2 (t) 



et la reponse a la question est 



A 2 
h 2 



e^' H bia {t') dt' 



b ^ a 



Pour l'application qui nous concerne, \Hi (t) = We 1 " 1 + W + e mt . Done pour a ^ b, 

2 



1 



W b , a I e in+t 'dt' + Wl / e^'dt' 
o ' Jo 



avec 



Q± := u bt a ± u> : desaccord de frequences 
Ensuite, on utilise les formules suivantes : 



e int 'dt' 



giflt -y 



in 



Soit 

F(t,n) :-- 
On a / Fdn = 2nt et 



e int _ l 




in 





si n ^ o 



n 2 

t 2 : si n = 0 



F(t, n) — > 2nt5 (fi) , pour t oo 



Voir figures |87272| et |8X3 
On obtient done : 



h 2 



p iQ+t _ -1 



(8.2.5) 
(8.2.6) 



(8.2.7) 



dont Failure est donne sur la figure 8.2.4 



8.2. THEORIE DES PERTURBATIONS DEPENDANT DU TEMPS 



321 




Figure 8.2.3 - Graphe de F(t,Q), voir eq(8.2.5). 
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-co 



b,a 



+00 



b,a 



CO 



Figure 8.2.4 - Allure de P^-LW & t fixe et en fonction de u, frequence de l'onde incidente. 
Pour 1 <C uj a bt, les deux pics centraux provenant de chaque terme de (8.2.7) sont bien 
separes. 



Remarque 8.2.1. Dans le cas qui nous interesse, \u ab \ > 10 1 Hz dans l'infrarouge, le visible 
ou l'ultraviolet, et la duree t du pulse de radiation, est suffisamment grande pour avoir 
\wbat\ 3> 1, et done une bonne separation des deux termes de eq( 8.2.7). 



Remarque 8.2.2. En fait la decroissance est mauvaise (en et cela est du a l'allumage 

brutal du terme de perturbation (e'est le phenomene de Gibbs). La decroissance serait bien 
meilleure si la perturbation apparait et disparait de fagon progressive en temps (de fagon 
C°°). 

Ainsi P^\ b (t) est important que si l'un ou l'autre des denominateurs est proche de zero, 
e'est a dire si u ~ ±u ba} et alors : 



IWi 



6a 



h 2 



■F(t,Q) 



(8.2.8) 



Voir figures 8.2.5|8.2.2 montrant la croissance de P a b(t) et ses oscillations si il y a 
desaccord de frequences. 



8.2.2.3 Interpretation des resonances : 

Supposons cu > 0 (car la situation est symetrique). La resonance se produit pour uj = 
±Lo b ^ a = ± Eb ~ Ea soit E b = E a ± (huj). Cela signifie qu'il y a une transition preferentielle de 
l'etat E a vers un etat E b si E b = E a ± (hu). 

1. Dans le cas E b = E a + hu > E a , l'atome a gagne I'energie hu de la part du 
champ electromagnetique classique. 

2. Dans le cas E b = E a — hu > E a l'atome a cede I'energie hu au champ elec- 
tromagnetique classique. 

Finalement, on a retrouve les relations de Bohr (1913). 
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PabW 



A 



~i/ a 2 



si Q=(fl-G) u = 0 

ab 



si £2=G)-co,/=0 

ab 




Figure 8.2.5 - 
que f2 7^ 0 ou f2 



Allure de la probability de transition P^l b (t), a = u — u a ^ fixe, selon 
= 0. Dans ce dernier cas, le resultat est valable tant que P a b(t) "C 1. 



Remarque 

o Si on traitait le champ par la mecanique quantique |CTDRG87l ICTDRG88) . dans 
le cadre de l'electrodynamique quantique (Q.E.D.), on montrerait dans le cas 1) que 
l'atome a absorbe un photon d'energie fvjj, et dans le cas 2) on montrerait 
que l'atome a emit un photon d'energie ho. C'est le phenomene d'emission 
stimulee. 

o Les resultats que nous venons d'obtenir sont tres analogues aux phenomene de 
resonance en mecanique classique lineaire (resonances et battements). C'est le meme 
phenomene ici retrouve dans le cadre des etats quantiques. 

o On a \W ab \ = \W ba \ montrant que dans cette description, le processus d'absorption 
et emission stimulee ont la meme probabilite. En realite ce n'est par vrai, et la 
difference se calcule dans le cadre de la Q.E.D. qui considere le champ comme un 
systeme dynamique. 

Neanmoins, il est possible de calculer cette difference sans rentrer dans la complexite 

de la Q.E.D. . C'est l'argument d'Einstein qui utilise des considerations de physique 

statistique pour la dynamique du champ et de l'atome. II montre alors la necessite 

du phenomene d'emission spontanee qui est que l'atome peut transiter de E b vers 

E a < E b en emettant un photon , meme en l'absence de champ exterieur. 

Ce phenomene a un equivalent classique : la radiation de Larmor d'une charge 

acceleree. 

Cf Bransden p499-501. @@ (a rediger ici). 



8.2.2.4 Expression de \W ba \ 



La probabilite de transition P a b(t) eq(8.2.8), depend de l'element de matrice : 



W ba = (^l-f.E^J^v) 
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On note D ba = —e(vjj b \xijj a ) les elements de matrice de l'operateur moment dipolaire 
electrique D = — ex, et 9 Tangle entre D ba et E. L'intensite de l'onde incidente I est 
obtenue par la norme du vecteur de Poynting S = c 2 EqE A B : 



flux d'energie incident 



S 



EqC 

2 



E, 



intensite de l'onde incidente 



Alors : 







2 




\w ba f = \ 


/ 




D ba 








D ba 




2e 0 c 



cos 2 9 



cos 2 e 



(8.2.9) 
(8.2.10) 



Le resultat (8.2.10) montre que I'influence du champ E sur V atome est directive a cause 
du terme cos 2 9 : l'absorption d'energie ou remission d'energie se f ait de fagon privilegiee 



si le moment dipolaire electrique D ba est parallele a E. Voir figure (8.2.6). 




Figure 8.2.6 - 

2 

Nous discuterons au chapitre suivant le terme \D ab \ qui est souvent nul pour des raisons 
de symetries. (regies de selections). 



8.2.3 Effet d'une onde incoherente 

Nous supposons toujours l'atome soumis a I'influence d'une onde electromagnetique a 
partir de t — 0. Mais maintenant, nous supposons l'onde incoherente, c'est a dire que 
c'est une superposition d'onde planes de differentes frequences u, (avec des dephasages 
aleatoires). 

C'est le cas de la lumiere emise par une ampoule par exemple, ou cette lumiere est la 
superposition de nombreux trains d'ondes provenant de la desexcitation independantes de 
nombreux atomes. 

Au contraire un faisceau coherent (dans une certaine limite) est produit par un dispositif 
LASER. 
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Du fait de l'independance statistique des ondes planes composant un faisceau incoherent, 
on somme les probabilities (et non pas les amplitudes). 



8.2,3.1 Question : 

Dans le cas d'un faisceau incident incoherent, contenant des frequences proches de 
co a b, quelle est la probability de transition de I'etat atomique \ip a )vers un autre etat 
\ipb) du spectre discret : 

P^b (t) =? 



8.2.3.2 Reponse 

On a 



P ab {t) duo 



on utilise (8.2.8), (8.2.6) et (8.2.10), donnant : 



cos U \L) ab \ t 



ou I est l'intensite de l'onde incidente a la frequence co a b. 

qui n'est valable bien sur tant que P 1 (car on utilise la theorie de perturbation qui 
suppose cela). La croissance P l a l c {t) est done lineaire. (Alors que P a b(t) etait quadratique 
dans le cas coherent). 

On defini : 



T. 



ab 



j nine 
ar ab 

dt 



—r \ Wba\ = constante 



taux de transition 



et 



T, 



Oab 



ab 



(faujab) : section efficace d'absorption 



Si la radiation incidente est non polarisee et isotrope, e'est a dire si les trains d'ondes 
ont des polarisations et directions independantes, on obtient : 



T, 



ab 



\D 



ab 



3h 2 CEo 

Demonstration. II faut faire la moyenne sur les directions. 



□ 
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lineaire 



Figure 8.2.7 - Loi lineaire de la transition induite par un faisceau incoherent. 



Exercice (TD) : @@ Bransden p508, la loi de somme de Thomas Reiche Kuhn. 

8.2.3.3 Loi de decroissance 

@@ 

Bransden p509, distribution Lorentzienne, partie imaginaire de E. 

8.2.4 Transition vers les continuum; La photo-ionisation ; Effet 
photoelectrique 

On considere toujours le meme modele que precedemment, mais cette fois ci, on s'inte- 
resse a la transition de l'etat fondamental d'energie E a (etat lie) vers un etat du continuum 
d'energie E b 3> E a , qui est un etat non lie, ou l'electron de l'atome est libere et part, voir 



figure 1.5.2 page 56 



Dans l'etat final, l'atome est done ionise. 
On notera 

cLti 

p(E) = —— : densite de niveaux du continuum par unite de volume 

dE 

la densite de niveau qui est le nombre de niveaux par intervalle d'energie et unite de volume, 
que Ton supposera constante autour de E b . 

On supposera aussi \W ab \ constante autour de E b . 



Voir figure 8.2.8 
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E b =E a + Ti^ — ^ Continuum 

Transition 



E a ^ Fondamental 

a — ■ 



Figure 8.2.8 



Question : En sommant sur les probabilites P™ b (t) (somme sur les etats finaux 
b), donner P a ^cont(t) qui est la probability de ionisation de I'atome ? 



Solution 

b 

/7 
P™ b (t) p(E) dE car dn=-^dE = p{E) dE 
dE 

Done, comme % = K Pageant = hj P™ b (t) p(E)dtt, 



Pa^contit) = P (E b ) —\W ab \ 2 t 



Le taux de transition est 

dPg^contit) ( . 27T 2 

J- accent — ^ — Pl-ftfcJ l^aftl 

Ce dernier resultat s'appelle la regie d'or de Fermi. 

8.2,4,1 Remarques 

o Noter que cette probability est proportionnelle au temps t (tant que P a ^ C ont <^ 1 
bien sur), et aussi proportionnelle a la densite de niveaux p{E b ). 
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a-cont 



(t) 



A 



lineaire 



t 

Figure 8.2.9 - Loi lineaire de la transition induite par un faisceau coherent vers un conti- 
nuum d'etats. 

o (TD) Si l'energie cinetique finale est tres superieure a l'energie potentielle alors 

2 

E ~ ^ comme pour une particule libre. La densite de niveaux est (voir TD, ou 
chapitre 1 @@) : 

, dn 2n .„ » 

ou V est le volume ou se trouve la particule liberee (V grand et n'apparaitra pas a 
la fin). 

on obtient alors @@ (Bransden p519), pour la section efficace difFerentielle d'io- 
nisation (section efficace par unite d'angle solide) : 

da . . h ( Z \ 5 9 n 

— (w) = 32o! - — 1 cos 2 ^ 

as 2 ma; y/ea„ 

Pour un faisceau non polarise, on obtient : 



da l \ ^R h 
— (w) = 16a — 

as I mco \ka r 



sin 2 e 



ou 6 est Tangle entre k et l'axe de faisceau incident, 
o La section efficace totale (integree sur toutes les directions) est : 



aiui) = — - — a — 

3 \a 0 J \mu J 



7/2 



o courbes experimentales 
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onde incidente 




electron ejecte 



Figure 8.2.10 - Diffusion de l'onde electromagnetique polarisee rectiligne, sur un atome, 
ejectant un electron dans le vecteur impulsion k. 



Faisceau 
incident 

Polarise 




fa) (b) 

Figure 8.2.11 - Distribution angulaire de probability de l'electron ejecte lors de l'ionisa- 
tion, dans le cas (a) d'un faisceau polarise selon z 
ou (b) d'un faisceau non polarise. 
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Exercices 

o TD : Photo-desintegration du deuton, Bransden p520 @@ 
o TD : Theorie elementaire de la constante dielectrique e(u). 



8.3 Methodes variationnelles 

8.3.1 Methode variationnelle pour problemes stationnaires 

ref : Ballentine |L.E90| p.270. 

Le resultat que nous allons montrer est tres simple, mais tres utile dans de nombreux 
problemes de physique quantique, ou il est impossible de connaitre la solution exacte. 

8.3.1.1 Propriete 



Theoreme 8.3.1. L'energie fondamentale de I'operateur H est donnee par 

c'est a dire E 0 est le minimum de l'energie moyenne obtenue sur tons les etats 
quantiques possibles. 



Demonstration, si le spectre de H est : H\ip n ) = E n \^ n ), on a \4>) = Y^n IV'n) {i>n\4>) > et -^o < E n 
done : 

(<j>\H\<t>) =Y, E n \mn)? > E 0 Y,\mn}\ 2 = Eo{<t>\</>) 
n n 

Done Eq < (mm • Dans le cas de l'etat fondamental 4> = V'o, on a egalite. 

□ 

□ 

Cette propriete ne dit en fait rien d'autre que : la moyenne d'une serie de nombre est 
plus grande que le plus petit des nombres de cette serie. 

8.3.1.2 Methode variationnelle 

Dans un probleme ou Von cherche a estimer l'etat fondamental \ip Q ) et l'energie E 0 d'un 
Hamiltonien H : 

1. On choisit un famille d'etats quantiques |0 M ) appelee famille d'essai, dependant 
d'un parametre fi, ou de plusieurs parametres. 
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2. On calcule E,, 



figure 8.3.1 



et on cherche la valeur fx* qui rende minimum. Voir 



3. On "espere" alors que \4>^*) sera une bonne approximation de l'etat fondamental 
|^o) inconnu, et que E^* sera une bonne approximation de son energie E 0 . 




Figure 8.3.1 - Illustre la methode variationnelle : Pour estimer E$, on recherche le mini- 
mum de Ep = (0 M |ff|0 M )/(0 M |0 At ) en fonction de \i. 

Remarque 8.3.2. Dans de nombreux problemes importants (ex.. theorie B.C.S. de la su- 
praconductivite) cette methode est irremplagable et correspond souvent a la "theorie du 
champ moyen". Cependant la difficulte est de choisir la "bonne" famille d'essai sur des 
criteres d'arguments physiques (pour bien approcher E 0 ), et aussi de calculabilite (il faut 
pouvoir calculer la moyenne). Souvent les calculs se font a l'ordinateur. 



8.3.1.3 Exemple : vibration anharmonique d'un atome (TD) 



On reprend l'exemple (8.1.4) page |312 

H 



avec 



f- + \kx 2 + Xx 4 
2m 2 



pour A > 0, il est impossible de calculer analytiquement l'etat fondamental. 

Pour la fonction d'onde d'essai, il est naturel de choisir une fonction gaussienne nor- 



malisee, de largeur variable a, voir (1.1.6), page 22 

1 



7TO" 



2^/4 



cxp 



X 



2a< 



Calcul de l'energie moyenne : 

" + 0O 



E„ 



dx 



^-(-l/a' + x'/a^ + hx' + Xx 4 
2m v 2 



exp — - 



x 
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C'est une integrate Gaussienne (|A.1.2[), et donne : 



*. k fw 1 3 1 
E a = h\ - (-r + -r + ^g^ 

V m \ 4 Aw A w z 



avec 



ct 



h 



w 



a' 



km 



> 0 



h 2 x 

9 = T->0 
km 



Recherche du minimum de E a On observe que pour w — > 0 ou w — > +oo, alors 
E a — > +oo. Cela garantit l'existence d'un minimum de la fonction E(w), que Ton trouve 
en ecrivant : 



f = o 

aw 

<^ w 3 - w - Qg = 0 



C'est une equation du troisieme degre. 
Posons 

Alors si G > 1, la solution est 



et si 0 < G < 1 la solution est 



w 



a 



w 



cosy? 



5„2 



G = 3 b g 



V3 a) 

Vg + Vg^i 



2 ,tp 
—= cos — 
y/3 V3 



G 



E(w min ). Comparons a la 



Resultats numeriques et observations On pose E variat 
solution exacte (numerique avec h — 1, m — 1, k — 1), tracee sur la figure |8. 1 .3 



A 


0 


0.1 


1 


10 


100 




0.5 


0.55915 


0.8038 


1.5050 


3.1314 


-^variat. 


0.5 


0.5603 


0.8125 


1.53125 


3.19244 


oE E var E exac i 


0 


0.0012 


0.0087 


0.026 


0.06 



cf programme plan, cc 

On remarque que les resultats sont bons, avec une faible erreur, et d'autant meilleurs 
que A — > 0. Cela tient du fait que la fonction d'onde d'essai est la solution exacte pour 
A = 0. 
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Exercices (suggestions) TD : Etats electron, de l'helium par th. perturbation ler ordre, 
et methode variationnelle. Tenir compte du spin, cf Sakurai p369. 
Ex : excitons en puits quantiques, cf livre Singh p300. 

Approx particules independ pb dependant du temps et etats coh. donnant la mecanique 
classique. 

TD : modele de Friedrichs et applications. 



8.3.1.4 (*) Formule du minimax 



La formule suivante generalise la formule (8.3.1) qui donnait l'etat fondamental. 

Theoreme 8.3.3. Si H est un operateur autoadjoint dont le spectre de valeurs propres est 
(compte avec multiplicity) 

Eq < E\ < Ei . . . < E n < . . . 
alors le niveau n est donne par 

. ( {<t>\H(j>) \ 
E n = mm max 

LcH,dimL=n \ <f>eL ((f)\(f)) I 

Remarque 8.3.4. Cette formule est utilisee en chimie quantique. 

Exercice 8.3.5. (*) (ref : Arnold |Arn76| chap.5l Si Hi < H 2 montrer que < E$ '. 
Application : dans W 1 , si 2 ellipsoides £',£ centres en 0 sont tels que £' C £, montrer que 
les 1/2 axes verifient tous 

a 'j < a j , Vj = 1 . . . n 

Demonstration. @@ecrire. □ 
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Troisieme partie 
Mecanique quantique avancee 
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Chapitre 9 

Statistiques quantiques et decoherence 



Ce chapitre est une introduction aux notions de physique quantique statistique et aux 
processus de decoherence. Ces notions sont essentielles pour decrire les systemes physiques 
complexes et en particulier pour aborder la physique statistique. Ce formalisme est aussi a la 
base des theories recentes qui decrivent la decoherence, c'est a dire "'apparance classique du 
monde" a partir des phenomenes quantique (interaction et couplage avec l'environnement). 

9.1 Description d'un ensemble statistique d'etats quan- 
tiques par un operateur densite 

9.1.1 Definition de l'operateur densite 

Probability et hasard en mecanique classique : A priori, en mecanique classique, un 
systeme peut etre en principe totalement connu et si il est regit par des lois deterministes, 
on connait son passe et son futur parfaitement. Par exemple l'etat d'une particule est 
specifiee par sa position et son impulsion (x,p). 

Cependant, a cause des phenomenes de chaos deterministe (sensibilite aux condi- 
tions initiales), cette connaissance parfaite est illusoire et impossible. On montre que le 
"chaos" est comme une "source de hasard". Une description probabiliste du systeme devient 
indispensable meme pour un systeme a peu de degres de libertes (voir cours de licence, me- 
canique analytique). Dans le cas le plus simple on pourra considerer des etats de la particule 
(xi,pi) ayant chacun une probability Pi, avec J2i Pi = 1? ou m ieux, utiliser une distribution 
de probability P (x,p) dxdp sur l'espace de phase pour decrire de fagon probabiliste l'etat 
de la particule. On appelle cela un ensemble statistique d'etats classiques. 

A fortiori pour un systeme physique compose d'un grand nombre de particules, la des- 
cription probabiliste devient indispensable, d'autant plus que des phenomenes d'ensemble 
(dit collectifs) apparaissent et ne s'expliquent que dans la description probabiliste. C'est la 
theorie de la "physique statistique classique", expliquant les phenomenes de transition de 
phase, etc. 
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Probability et hasard en mecanique quantique : En mecanique quantique, il y a 
une autre source de hasard, qui est un hasard qui apparait lorsque un systeme quantique 
interagit avec son environnement. Dans l'etat des connaissances actuel ce hasard n'est pas 
le fruit de mecanismes sous jacents connus, on le considere comme un "hasard spontane". 
Rappelons : 

Affirmation 9.1.1. "le postulat de la mesure" : une particule quantique se decrit par 
un vecteur if) £ H dans un espace quantique. Si A est un operateur (autoadjoint) associe 
a une mesure (observable), dont le spectre est (aj) ., alors la mesure de la grandeur A sur 
l'etat if) donnera le resultat aj avec la probabiliteFT 

» (n) - " P ^i| 2 - M 

pA j) ~ \m 2 ~ (v#> 

ou Vj est le projecteur spectral sur l'espace propre de la valeur propre aj. De plus, si la 
valeur observee est a,-, alors apres la mesure, l'etat quantique est decrit par Vjip (le passage 
t/> — > Vjip s'appelle le collapse ou reduction de l'etat quantique). 

On peut reformuler ce postulat de la fagon suivante : 



Affirmation 9.1.2. "Postulat de la mesure" : apres la mesure, le systeme quantique 
ip est decrit par la superposition statistique des etats Vjip chacun ayant la probability 



Insistons sur le fait que"ces probabilites p^ (aj) pour toutes les observables pos- 
sibles A caracterisent le systeme physique" au sens ou ce sont les seules valeurs 
accessibles a l'experience que Ton peut confronter a la theorie. Par exemple, on peut de- 
duire la valeur moyenne de l'observable A est^\ 



"j J - a j 



<-0l-0> 



Demonstration. Rappelons la preuve de la derniere egalite, utilisant que Vj est un projecteur orthogonal, 
done que V] = Vj et V] = Vj : 

ma?j u\\ 2 m) (m (m (m 

□ 

2. rappelons la preuve de la derniere egalite : ^-^ (a,-) .a 3 = J2j ^#f"- a j = 52j = W 

car A = J2jajVj. 
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Ce que Ton veut rajouter dans ce chapitre est qu'il peut aussi y avoir du hasard qui se 
rajoute, du a la meconnaissance du systeme physique. Au lieu d'un unique etat quantique 
ip G on voudrait done pouvoir considerer un ensemble statistique d'etats ipi G H, 
i = 1, 2, . . . avec des probabilites respectives p i} verifiant YliiPi = 1- D'apres le postulat de 
la mesure ci-dessus, apres une mesure de l'observable A on aura done le resultat aj avec la 
probabilite : 

P( a i) = ^Pi-Pi> ( a i) 

i 

Rappelons encore (car e'est fondamental) que la connaissance des probabilites p (a,j) pour 
toutes les observables A caracterise le systeme physique. Par exemple on deduit la valeur 
moyenne de A par : 

{A\Aipi) 



(A) = ^p{aj)aj = ^Pi 



Cette presence de deux sources de probabilite est mal commode et la definition suivante 
va permettre de simplifier le formalisme (en gardant l'essentiel). 



Definition 9.1.3. Pour un ensemble statistique d'etat ipi 6 H, i = 1,2,... avec des 
probabilites respectives p i} l'operateur densite associe est 

p. 2^p^' ty.ty.) 

(aussi appele matrice densite ou etat quantique), ou est le projecteur orthogonal 
de rang 1 sur l'etat ipi. 

Dans le particulier d'un seul etat ip, on a p = P^, on dit que e'est un etat pur. 



La propriete suivante montre que Ton peut exprimer les probabilites p (oj) a partir de 
l'operateur densite p. 



Proposition 9.1.4. L'operateur densite p caracterise uniquement le systeme physique : 
pour toute observable A , la probabilite d 'observer la valeur propre a,j est donnee par : 

p (a 3 ) = Tr (p-VA (9.1.2) 

ou Vj est le projecteur spectral de A (definit plus haut). En particulier la valeur moyenne 
est 

(A) = Tr (pi) 

Inversement la connaissance des probabilites p (a,j) pour toute observable A determine p. 
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Demonstration. On a (utilisant que TV (iV'Xvl) = ( i P\'4 } )) 



Tr(pP,)=Tr^ 



Vi (a\a) 3 



= V*l^^ = V wK " )=p(a ' ) 



Et comme A = ^ . ajVj, 

Tr (pi) = ]T a,Tr (pT,) = ^ a,p ( % ) = (A) 



Inversement, montrons que on peut reconstruire p a partir de la connaissance des probabi- 
lities p(oj) pour toute observable A : on verra ci-dessous que p admet une decomposition 

spectrale p = X^A^V; . Prenons A = ; on obtient Tr (pA^J = ce qui permet de 

reconstruire p. □ 



Exemple 9.1.5. Illustrons le fait que l'operateur densite p caracterise le systeme quantique 
sur l'exemple d'un spin 1/2. L'espace quantique est H = C 2 . Les ensembles statistiques 

1 1 

\+z),P+ — 2' \~z),P+ — 2' 

et 

\ 1 i \ 1 

\+x),P+ — 2? \—x),P+ — 2> 

donnent tous les deux la meme matrice densite p = |ld et sont done indentiques. Sachant 
que 

|±*> = ^(|+,>±K» 

cela peut paraitre paradoxal. En effet en mecanique classique un melange de pieces noires 
et blanches n'est pas equivalent a un melange de pieces (demi noire/ demi blanche) et 
(demi blanche/ demi noire). 
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Proposition 9.1.6. Un operateur p est un operateur densite si et seulement si c'est un 
operateur autoadjoint dont les valeurs propres reelles pj verifient 

0 < pj < 1 et ^pj = 1. 

j 

En notant {<f)j)j une base orthonormee de vecteurs propres de p, et = j^j^y, on pent 
ecrire : 

j 

et interpreter p comme V operateur densite associe a V ensemble statistique des etats (pj 
avec les probabilites respectives pj. 



Demonstration. Supposons que p est un operateur densite (9.1.1). II est clair que ft = p 
est autoadjoint. Ses valeurs propres reelles pj verifient 

II reste a montrer que pj > 0. Pour cela si v G H est un vecteur quelconque alors 



(v\if>i)(if)i\v) \(^i\v)\ 



2 



WW mi) 2^ m * - u 

(on dit que c'est un operateur positif) done en particulier pour v = (pj ( associe a la 
valeur propre pj) on a 

o < {(f>j\M>j) = Pj- 

La reciproque est immediate. □ 

Remarque 9.1.7. 

o La condition J2j Pj = 1 s'ecrit aussi 

Trp = 1. 

o p est un etat pur si et seulement si ses valeurs propres sont 

Pi = 1, P2= Pi>2 • • • = 0 

Exercice 9.1.8. Montrer que p est un etat pur si et seulement si 
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9.1.2 Formulation du postulat de la mesure avec la matrice densite 

Le postulat de la mesure enonce en |9.1.1 peut etre reformule de la fagon suivante : 



Proposition 9.1.9. "le postulat de la mesure" : Si un systeme quantique est decrit 
par I'operateur densite p, si A est un operateur autoadjoint (observable) associe a une 
mesure alors apres la mesure de la grandeur A, I'operateur densite devient 

p=E^p^ ( 9 - L3 ) 

3 

oil Vj est le projecteur spectral sur I'espace propre de la valeur propre aj de A. C'est a 
dire que p devient diagonale en blocs par rapport a la decomposition spectrale de A. 



Demonstration. Avant la mesure, on a une distribution statistique d'etats ipi avec probabi- 
lity pi. La matrice densite correspondante est p = J^iP^fPi- D'apres le postulat de la me- 



sure, Affirmation |9.1.2[ apres la mesure, chaque etat ipi donne une distribution statistique 

Pi^TTTM^- La matrice densite correspondante 



d'etats ip'ij = Vjipi avec la probability p 
est done 



Pi 



'■3 



i,3 



On a utilise que (Vj^i\Vjipi) = {ipi\Vjil>i) . 



□ 



Remarque 9.1.10. L'operateur (9.1.3) est diagonal par blocs. D'apres l'interpretation sta- 



tistique de I'operateur densite, il decrit une superposition statistique d'evenements j, et la 
probability de l'evenement j est la trace du bloc et donne : 



Tt(V j pV j ) = Tt(pV])=Tt(pV 3 : 



p(a j ) 



d'apres (9.1.2). C'est exactement ce que donne le postulat de la mesure. 



Dans la section suivante nous evoquerons la "theorie de la decoherence" qui propose 
des mecanismes qui permettent d'expliquer de fagon dynamique comment I'operateur den- 



site peut evoluer d'un etat initial quelconque p vers l'expression (9.1.3) dans le cadre de 
l'interaction avec un systeme de mesure et avec l'environement. 



9.1.3 Operateur densite pour un systeme a deux etats 

Un systeme a deux etats est un systeme quantique dont I'espace quantique est H = C 2 , 
de dimension 2. C'est le cas par exemple du spin 1/2. 
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On rappelle que a = (a x , fry, fr z ) sont les matrices de Pauli definies en (4.3.5) : 



0 1 

1 0 



0 -i 

1 0 



1 0 
0 -1 



Proposition 9.1.11. Dans I'espace quantique Tl = C 2 , un operateur densite p s'ecrit 
toujours sous la forme 

p=-(ld + P.d 



P 



caracterise par un vecteur P G IR 3 , verifiant 



plus, p est un etat pur si et seulement si 
si P = 0 soil p = |ld. 



P 



< 1, appele vecteur polarisation. De 
1. On dit que p est Vetat non polarise 



Demonstration. Toute matrice hermitienne 2 x 2 de trace 1 peut s'ecrire sous la forme 



\ ( Id + P. a ) avec Pel 3 . Les 2 valeurs propres sont alors p± — \ ( 1 ± 



P 



supplementaire 0 < p± < 1 donne 



P 



< 1. 



. La condition 

□ 



9.1.4 Equation d'evolution 



Proposition 9.1.12. Si H (t) est I'operateur Hamiltonien qui fait evoluer chaque etat 
de V ensemble statistique selon ih^ = H (t) ipi (t) alors I'operateur densite associe evolue 
selon 

dp —i 
dt h . 

appelee equation de Liouville quantique. 



H,p 



Remarque 9.1.13. Cela ressemble a l'equation de transport de Liouville ^ = {H, /} en 
mecanique analytique |FaulOc| . 



Demonstration. On a 
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ou ipi (t) = U (t) ipi (0) avec 



dU_ 
dt 



l -H ■ U (t). On a aussi (t) |^ (*)> = (0) |Vi (0))- 



Remarquer que les poids de probabilite pi sont constant au cours du temps. Done 

ii{t)\A (o))(Vi (o)|t>(t) + 



done 



■w = E 



Pr 



(0) |^ (0)) 
f)(t)p(0)f/(t)+ 



f//9 

~dt 



dU 

~dt 
—i 



p(0)U(t) + + U(t)p(0) 



dU+ 
dt 



HUp (0) U + - Up (0) U + H 



H,p 



□ 



9.1.5 Entropie de l'ensemble statistique 

Lire|^] "history of entropy" sur wikipedia. 

On commence par definir l'entropie de Shannon (ou entropie de Kolmogorov-Sina'f) 
pour un systeme dynamique simple que Ton appelle "dynamique de Bernouilli". 

9.1.5.1 Entropie de Shannon pour une dynamique de Bernouilli 

Considerons un ensemble de n evenements possibles {l,2...n} ayant chacun la pro- 
babilite pi, i — 1,.. .n verifiant ^iPi = 1. (C'est une loi de probabilite). Soit N > 1. 
Considerons une suite de N realisations aleatoires independantes : 

i := (h,i2, ■ ■ ■ ,in) (9.1.4) 

ou chaque valeur ij G {1, 2 ... n} apparait avec la probabilite pi r Comme les evenements de 
la suite i sont independants, la probabilite pour que cette suite i apparaisse est le produit : 

P(«) =Ph-Pi2 PiN (9.1.5) 

Remarquons qu'il y a n N = e Nlogn suites possibles. 

Avant de donner le resultat general de Shannon, presentons deux exemples simples afin 
de developper l'intuition. 

3. (ref : wikipedia "history of entropy") L'histoire raconte que en 1949 Claude Shannon qui travaillait 
en telecomunication au BELL labs a developpe la theorie qui suit, en definissant une fonction H qu'il 
voulait appeler "incertitude". II rencontre le physicien-mathematicien Von Neumann. Ce dernier lui fait 
remarquer qu'il devrait appeler sa fonction "entropie" pour deux raisons : 1) car cela correspond au concept 
de l'entropie developpee depuis Boltzmann et Gibbs 1872 qui mesure le "desordre", et 2) car il deviendrait 
celebre en donnant enfin une explication claire de ce qu'est l'entropie. 
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Exemple 9.1.14, Considerons par exemple le cas tres simple 

n = 3, Pl =p 2 = 0.5, p 3 = 0 (9.1.6) 

Pour N donne, il y a 3^ = e^ 1 ^ 3 suites possibles. Les suites % ne contenant pas le chiffre 
3 , de la forme 

(1,2, 2,1,... 2) (9.1.7) 

et ont chacune la probabilite 

N 



<o - (0 



pm = ( -J =e~ Nlog2 



Le nombre total de telles suites est 

M = 2 N = e 7Vlog2 

(ce qui est tres peu par rapport au total car 2 N /3 N = (f)^ — > 0 pour N — > oo). Les suites 
contenant le chiffre 3 comme 

(1,2, 3, 2,1,... 2) (9.1.8) 
sont chacune de probabilite nulle car p 3 = 0. 



Exemple 9.1.15. Considerons le cas un peu moins simple avec n = 2 et 

p 1 = 2/3 ~ 0.7 > p 2 = l/3~0.3 

Nous allons traiter cet exemple de fagon non rigoureuse, mais cela va nous faire deviner 
le resultat presente dans le theoreme de Shannon qui va suivre. II y a 2^ = e^ 1 ^ 2 suites 
possibles. La suite qui est individuellement la plus probable est 

i = (1,1,1...) (9.1.9) 

avec p ^ij = Pi = e~ Nlog ( 1 / pi \ mais elle est unique (on dit que c'est une suite "non 
standard"). La suite 

i = (2,2,2,2...) (9.1.10) 

est au contraire tres peu probable mais elle est aussi unique. On dit aussi que c'est une 
suite "non standard". Au contraire une "suite standard" est de la forme : 

i = (1,2,1,1,2,1,2,1,1,1,2,...) (9.1.11) 

avec un nombre d'apparition de 1 qui est Ni ~ p±N et de 2 qui est N 2 — P2N. On estime 
que sa probabilite d'apparition est done de l'ordre de 



p s = p Q = 



„A r i„A r 2 _ „Ni logpi+A r 2 logp2 _ 0 —N(—pi logpi-p2 logP2) 
Pi P2 ~ e — e 
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avec 



S = -pi logpi - p 2 \ogp 2 > 0 



appelee entropie. Par ailleurs, on estime que le nombre de telles suites standard est le 
nombre de fagon de choisir Ni elements parmi N, soit : 



JVi!JV 2 ! 



En utilisant la formule de Stirling log AH ~ A^logA^ + . . . cela donne 



A/jv — e logAr! " logWl! " logAr2! ~ e NlogN-( Pl N)log( Pl N)-(p 2 N)log(p2N) 
~ e iv (-Pi | °gPi-P2logp2) _ e NS 



II apparait que A/jv • p s — 1 et done, avec probabilite 1, toutes les suites qui apparaissent 
sont "standard". Remarquons finalement que S < log 2 done 



Af N = e NS « 2 N = e Nl °^ 



ce qui signifie qu'il y a tres peu de suites standard. 



Le theoreme qui suit de Shannon et MacMullen precise ce resultat un cas plus general. 



9. 1 . DESCRIPTION D'UN ENSEMBLE STATISTIC; UE D 'ETATS Q UANTIQ UES PAR UN OPERA! 



Theoreme 9.1.16. (Shannon, MacMillan 194.9) (cf Khinchin p. 17, Zinmeister p. 22). 
Pour une loi de probability (pi,p2, ■ ■ -Pn) donnees, la quantite suivante : 



s = - 22 Pi io 



(9.1.12) 



appelee l'entropie de Shannon, est telle que pour N 1, parmi toutes les n 



N _ „7Vlogn 



suites possibles de la forme (9.1.4), seulement le nombre 

,NS 



■A/j 



N 



d'entre elles peuvent effectivement apparaitre et la majorite d'entre elles ont la probabilite 



Ps 



-NS 



Elles sont appelees "suites standard" (comme (9.1.11)). 

Parmi les autres suites (au total improbables) appelees "suites non standard", il y a des 



suites en grand nombre mais de tres faible probabilite (comme (9.1.10)), ou des suites plus 



probables mais en tres petit nombre comme (9.1.9). 
L'entropie verifie : 

0 < S < loen 



(9.1.13) 



Le maximum d'entropie est pour la loi uniforme oil tous les evenements sont equi- 
probables : pi = 1/n donnant S = logn. Au contraire, le minimum d'entropie est 
S = 0 obtenu pour un evenement totalement previsible comme p\ = l,p 2 = . . . = p n = 0. 
(remarquer que pi log pi — > 0). 



Remarque 9.1.17. 

o On peut aussi retenir la formule : 

S = — logjVjv 

qui montre que (par definition) l'entropie mesure le taux de croissance exponentiel 
du nombre A/jv des su ites standard de longueur N. 
o Dans l'exemple (9.1.6), l'entropie est S = — \ log | — | log \ = log2 conformement 
a (??). 

o (*) Un enonce plus precis (mathematiquement) est que pour iV — > oo, on peut diviser 
l'ensemble des n N suites en deux ensembles : A (suites standard) et B (suites non 
standard) tels que (rappel o(l) designe un terme qui tend vers 0 pour iV — > oo). 



V? G A, e - NS( - 1+ °^ <p(t\< e- NS ^-°^ 

e NS(l-o(l)) < jj^ < e NS(l+o(l)) 



(9.1.14) 
(9.1.15) 
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J> 0=1- O (1), &f)=o(l) (9.1.16) 

le facteur o (1) qui apparait provient de "la loi des grands nombres". En utilisant 
le "theoreme central limite" qui est plus precis, on peut remplacer o (1) par Nl j 2 - e 
pour tout e > 0. 

Demonstration. (*) (Zinmeister p. 22). L'astuce est de faire apparaitre une somme de Bir- 



khoff de variables aleatoires independantes. D'apres (9.1.5) on ecrit 



l> [ i J l>h-Pi 2 Pi N = e^ logPl - 



en posant 



e 3 



\og Pi 



Les variables aleatories Xj sont independantes, de meme loi, et de moyenne qui est preci- 
sement l'entropie : 



(x j ) = Y; Pi (-]ogp i ) = s 



Considerons la somme moins la moyenne : 



1 N 

3=1 



(9.1.17) 



ainsi on peut exprimer : 



pit 



-NS(1+S) 



La loi (faible) des grands nombre (cf Proposition 9.1.18) dit que S "converge vers 
0" au sens ou pour tout a > 0 (arbitrairement petit) et pour iV — > oo, 



proba (|«S| < a) = 1 — o (1) 
Done on definit les suites standard par 

A a '■ = tq — a < S < a J 



(9.1.18) 



i tqp(i) G [ e -^d+«) je -^(i-«)]} 



Cela donne (9.1.14). On a d'apres la loi des grands nombres 



donnant (9.1.16). Par consequence 



(M) .e"^ 1 ^ < 1 - o (1) et (^) .e-^ 1 -") > 1 + o (1) 



donnant (9.1.15) 



□ 



9. 1 . DESCRIPTION D'UN ENSEMBLE STATISTIC; UE D 'ETATS Q UANTIQ UES PAR UN OPERA! 
II reste a justifier la loi des grands nombres utilisee dans (9.1.18). (ref : cf wikipedia). 



Proposition 9.1.18. "La loi faible des grands nombres". Supposons que (Xj) jeN 
sont des variables aleatoires independantes, de meme moyenne (X) et meme variance 
a 2 = ((X - (X)) 2 ). Pour N > 1, on pose 

1 - 

qui est la "moyenne temporelle centree". Alors pour tout a > 0 (arbitrairement petit) et 
pour N — > oo, 

proba (I^nI > a) = o(l) 



Demonstration. Notons pour simplifier Z = \S\ 2 et p(Z) dZ la densite de probability. On 



proba (|<S| > a) = proba (\S\ 2 > a 2 ) 



POO rOO / ry \ 

1 /*00 1 POO 

— Zp{Z)dZ<— Zp (Z) dZ 
a Ja* a 2 J 0 

' (z) = -,{\s\>) 



a 



ou (.) designe la moyenne. (Ce dernier calcul s'appelle "inegalite de Tchebychev") . On 
a ((Xj-iX))) = (X) - (X) = 0 et done pour j ^ k ((X, - (X)) (X k - (X))) = 



({Xj - (X))) ((X k - (X))) = 0. Alors d'apres (9.1.17) 



AT2 



iV 



-a 2 ->■ 0 



On deduit que proba (|<S| > a) = o(l). 



□ 



@@Tracer la loi de proba de X en faisant apparaitre les evenements extremes et la conver- 
gence vers la moyenne@@ 
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Exercice 9.1.19. (voir TD) Considerons les evenements^ossibles ieNet considerons la 
"loi de probabilite de Boltzmann" 

"■ - V* 

ou /3 = r^, T est la "temperature" et Z est un facteur de normalisation de sorte que 
J2iPi = L 

1. Calculer Z en fonction de f3 (aussi appele fonction de partition). 

2. Calculer l'entropie S en fonction de f3. 

3. Donner l'expression de S (les premiers termes du developpement limite) pour /? — ^ 0 
(haute temperature) 

4. Donner l'expression de S (les premiers termes du developpement limite) pour (3 — > 
oo (basse temperature) 

9.1.5.2 Entropie en mecanique quantique 

Revenons a la mecanique quantique et a un ensemble statistique d'etats quantiques 
decrits par l'operateur densite p . 

Pour caracteriser l'incertitude sur le resultat de mesure d'une observable A sur l'etat 



p, il faut considerer la loi de probabilite p(aj) = Tx(Vjp) donnee en (9.1.2). 



Definition 9.1.20. Conformement a la definition (9.1.12), l'entropie d'un ensemble 



statistique d'etats quantique decrits par l'operateur densite p , relatif a la mesure 
d'une observable A est : 

S [p, A) = - J2p (fli) logp (aj) = -J2 Tr lo S Tr 



Le minimum de S yp, AJ sur toutes les observables A possibles est appele entropie de 
l'etat p : 

S (p) := mines' (p,A 



4. Ce modele correspond par exemple aux niveaux d'energie de l'oscillateur harmonique. En effet l'os- 
cillateur harmonique a les niveaux d'energie Ei = hu> (i + |) avec i G N, et d'apres la loi de Botltzman, la 
probabilite pour que la particule soit au niveau i d'energie Ei s'ecrit comme dans cet exercice : 



9. 1 . DESCRIPTION D'UN ENSEMBLE STATISTIC; UE D 'ETATS Q UANTIQ UES PAR UN OPERA! 



Proposition 9.1.21. L'entropie de I'etat p est donnee par 

S (P) ■= -^P.logp, = -Tr(plogp) (9.1.19) 



oil pi sont les valeurs propres de p. II est obtenu pour A = p, c'est a dire que 
S (p). En particulier p est un etat pur si et seulement si S (p) = 0. 



S (p, p) = 



Remarque 9.1.22. 



1. Pour expliquer l'ecriture dans (9.1.19) : si A est un operateur auto-adjoint et si 
/ : R — > R est une fonction analytique, i.e. qui admet un developpement de Taylor 
f (x) = f (0) + xf (0) + x 2 ^p- + . . . convergent, alors on utilise ce developpement 
pour definir 

f(A) =/(o) + A/'(o) + A 2 ^ + ... 

(qui est une serie convergente si A est un operateur borne). De plus, A se diagonalise 

A = UD&- 1 

ou U est un operateur unitaire et D — Diag (a±, a 2 , . . .) est une matrice diagonale 
avec les valeurs propres aj sur la diagonale. Remarquons que pour tout n > 1 

A n = (UDU- 1 ^ (uDlf- 1 ^ . . . (UDU- 1 ^ = UD n lJ- 1 

done on a : 

/ (A) = Uf (D) U- 1 
ou / (D) = Diag (/ (ai) , / (02) , • • •) est une matrice diagonale. En particulier on a 

TV(/ (A)) =Ti [(Jf(D)U- 1 '') = Tr (lI^U f (D)) =Ti (/(£>)) 



a jj 



Le cas / (x) = — xlogx et A = p donne eq.(9.1.19). 

2. En mecanique classique (ou en theorie de l'information), une entropie nulle signifie 
par definition que les evenements qui vont survenir sont totalement previsible (il n'y 
a qu'une possibility). En mecanique quantique, S (p) =0 signifie que p est un etat 
pur et non pas une superposition statistique d'etats. Cela n'empeche pas que si 
Ton fait des mesures d'observables A, les resultats sont non previsibles en general 
car la distribution de probabilite depend de ip et de l'observable A. Cela correspond 



352 



CHAPITRE 9. STATISTIQUES QU ANTIQUES ET DECOHERENCE 



au fait que l'entropie S yp, Aj est non nulle en general. 

Par exemple si un spin 1/2 est dans l'etat pur \+ x ) = ^ (\+ z ) + \— *)) (p 



\+x)(+x\) on a S (p) =0 selon (9.1.19). Si on mesure le spin selon z avec l'observable 
S z alors on a les probabilites p± = |, et la definition ci-dessus donneS 1 ^p,S z j = 

log 2. Si on mesure le spin selon x avec l'observable S x alors on a les probabilites 
p + — 1,P- — 0, et la definition ci-dessus donneS* (p, S^j = 0 = S (p) 

9.2 Operateur densite partielle pour un systeme com- 
pose 

9.2.1 Rappels sur les systemes composes 

II est assez courant en physique qu'un systeme soit compose de sous systemes plus 
elementaires. On a vu que si un systeme est compose de deux sous systemes A et S, et si 
l'espace quantique du systeme A est Ha (respect. Hb pour B) alors l'espace quantique du 
systeme total est l'espace produit tensoriel : 

Wtot — Ha <S> Hb 

Remarque : le terme sous systeme est ici au sens large. Ce peut etre des degres de liberte 
interne comme le spin. 

Rappelons que si (|e i )) i forme une base o.n. de Ha et \fj) une base o.n. de Hb alors 

\ e i) ® \ fj) = \ e iJj) 

forme une base o.n. de Htot = Ha <8> Hb et done dans le cas d'espace de dimension finie, 

dim Htot = dimHA- dimHs 

Exemples de systemes composes : 

o l'atome d'hydrogene est forme de proton et electron. Alors 

^atomeH H-proton ® H^electron 

o Pour electron (de spin 1/2) : 

H e l ec tron = L 2 (iR 3 ) ® C 2 

o Pour deux particules de spin 1/2 (on ne decrit que les spins) 

H = C 2 {l) ®C\ 2) 
L'etat quantique du systeme total peut etre : 

|^l) = |+*) ® \+z) 



9.2. OPERATEUR DENSITE PARTIELLE POUR UN SYSTEME COMPOSE 
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(i.e. les deux particules ont le spin up selon z) ou encore 

IVb) = ^(l+*)®l+z) + |-z)®|-*» 

o Un exemple qui va nous interesser particulierement est : A : systeme etudie (par 
exemple une molecule) et B : le reste de l'univers, appele "environnement". Natu- 
rellement dans cet exemple extreme on ne connait pas le systeme B (l'univers...), 
mais on peut connaitre comment il interagit avec A (ce seront les particules de gaz 
ou molecules voisines de A, ou photons de lumiere incidents,...) : 

H-tot H-A ® H environnement 

Notons kU l'operateur identite dans l'espace Ha- Sort \fj) un vecteur de base fixe de Kb- 
Les operateurs suivant serviront dans la definition qui va suivre : 

ld A ® (fj\ ■U tot ^UA 



Definition 9.2,1, Si f : H to t — > 7~L to t est un operateur lineaire dans T-L to t = Ha ®7-Lb 
alors on definit sa trace partielle par rapport a B comme etant l'operateur 

Ti B (t) :U a ^U a 

definit par 

Tib (t) := ^ (ld A <g> (^Q o f o (ld A ® |/,)) (9.2.1) 

3 

aussi note plus simplement 

j 

Cet operateur aussi appele operateur partiel, ne depend pas du choix de la base o.n. 
(fi)r 



Remarque : de meme on definit Tr^ ^Tj := X]j( e *l^1 e «) : ^-b — > Hb- 
Nous allons voir maintenant l'interet de ces operateurs partiels. 
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Proposition 9.2.2. Si p est I'operateur densite decrivant un systeme dans Vespace Wtot = 
%a ®Hb, alors I'operateur densite partiel du sous systeme A est definit par 

p A := Tr B (p) . 

Pa decrit le systeme A au sens oil pour toute observable de la forme A tot = A (glide (c'est a 
dire n'agissant pas sur la partie B ), les probabilities des resultats de la mesure sont donnes, 



d'apres (9.1.2), par 



V (a 3 ) = Tr (p (Vj ® Id*)) = Tr A (p A Vj) 

oil Vj : Ha — > Ha, j = 1, 2, . . . sont les projecteurs spectraux pour I'observable A, Tr est la 
trace dans %tot et Tta la trace partielle dans Ha- Autrement dit, I'operateur densite partiel 
caracterise completement le sous systeme A pour ce qui concerne des mesures portant sur 
lui. 



Demonstration. D'apres (9.1.2) on a 



p (a 0 ) = Tr (p (Vj ® ld B )) = Ti A (Ti B (p (Vj ® Id B ))) 
On note \fi)i une base de He- On remarque que (utilisant la relation de fermeture) 

Tr B (p (Vj ® Id B )) = J2^P & ® Idfi ) I/') = E W-^'l ® Idfi ) I/') 

i i,i' 

= 52<fiWv) fa ® (Mfi)) = Eow^ 
i,i' i 

= Tr B (p) Vj = p A Vj 
Done p (a.j) = Tta {P£Pj)- 

Example 9.2.3. Considerons deux spins 1/2. 

Htot — ® C( 2 ) 

1. Pour l'etat 

= l+*>(i)® l+*)(2) = !+,+> 

qui est un etat pur dans % 0 i, on a 

p=\^i)(H = l+, +>(+,+! 



et (on detaille la definition (9.2.1)) 



□ 



(9.2.2) 



p A = Tr B (p) = (I® (+|) |+, +)(+, +| (|/ ® |+» + (I ® (-1) |+, +)(+, +| (|/ ® |-)) 

(9.2.3) 
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Cet etat partiel est un etat pur. Sa matrice densite (dans la base |+), |— )) est 



PA 



1 0 
0 0 



Son entropie est S (pa) = 0. 
2. Pour l'etat 

life) = j= (1+,) ® 1+,) + I-,) ® I-,)) = ^ (I + +> + I - -)) (9-2-4) 
qui est un etat pur dans Wtoti 011 a 

P = hfeXtfel = ^ (I + +) + 1 - -)) ((+ + 1 + (- - 1) 
= ^(i + +)<+ + 1 + 1 ++)<-- 1 + 1 --><+ + 1 + 1 --><-- 1) 

et 

Pa = ^b{p) = \{\+){+\ + \-){-\) (9-2.5) 

C'est etat partiel n'est pas un etat pur. Sa matrice densite (dans la base |+), | — }) 
est diagonale 

C'est un etat melange (non pur). Son entropie est 

1111 
S (pa) = -- log - - - log - = log2 

C'est l'entropie maximale pour un systeme a deux etats. 
L'exemple precedent nous amene a la proposition et definition suivante 



Proposition 9.2.4. Considerons un etat pur d'un systeme compose ip G %tot = T-La^Wb- 
o Si l'etat partiel pA = Tr#p est non pur, alors ps = Tr^p est aussi non pur, et on 
dit que ip est un etat enchevetre ou correle. 

o Au contraire, si pA = Tr B p = \iPa)('<Pa\ est un etat pur, alors p# = \iPb){iPb\ est 
aussi un etat pur, et ip = \^a) ® \4>b) est un etat produit (non enchevetre). 



Exemple : l'etat partiel (9.2.3) est pur done ipi dans (9.2.2) n'est pas enchevetre. Par 
contre (9.2.5) n'est pas pur, done (9.2.4) est un etat enchevetre ou correle. 
Remarque : en anglais, enchevetre = "entangled". 
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9.2.2 Decomposition de Schmidt 

Pour mettre en valeur la proposition suivante, remarquons que si |e»)^ est une base de 
Ha et \fj)j est une base de Hb , done \e i: fj) it j est une base de H to t = Ha® Mb et un etat 
•0 G "Htot se decompose dans cette base par une double somme : 

W) = i e *' h) = 5Z^'i ei ' 



Proposition 9.2.5. "Decomposition de Schmidt d'un etat pur du systeme total". 

Si if) G 7/ tot = Ha ®Hb a/ors «/ e:m£e tme 5ase |ei) i= i_^/ Ha e t une base \fj)j=i-+j de 
H B (qui dependent de if)) telles que 

min(i,j) 

\i>)= J2 ( 9 - 2 - 6 ) 

i 

avec des composantes positives tpi > 4>2 > • • • > 0 ; verifiant Y^i^i = 1- ^ ar definition, le 
rang de Schmidt de if) est le nombre de composantes ipi non nulles. 



Demonstration. En utilisant Identification (metrique) Ha = H* A le vecteur if) G Ha Cg> 
Hb s'identifie a if) G "H A <8> %b et done a un operateur lineaire ^ G C(Ha -^Hb)- La 
decomposition de Schmidt (9.2.6) est une application directe de la decomposition en valeur 
singulieres de cet operateur ip G C (Ha — > Hb)- Pour les details, voir |FaulOb| . □ 

Consequence pour l'operateur densite p = IV'X^I de cet etat pur : 



Corollaire 9.2.6. Les operateur densite partiels sont diagonaux dans la base de Schmidt : 

p A = Tr B (p) = ^ Viatel 

i 

pb = Tt a (p) = X>?I/*></<I 

i 

et done pi = if)f sont des distributions de probability, et Ventropie de ces etats partiels est 
S (pa) = s (h) = ~^Pi \°SPi = ~ $ 

i i 

En particulier, pa (et pb) sont des etats purs et ip = |ei) <S> \ fi) est un etat produit si et 
seulement si S (pa) = S (ps) = 0. Sinon if) est un etat enchevetre. 
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9.2.3 Un modele simple de decoherence 

Voir le TD "Modele simple de decoherence induit par I'environement." Ce mo- 
dele est issu d'un article de Zureck (90'). 



CHAPITRE 9. STATISTIQUES QU ANTIQUES ET DECOHERENCE 



Annexe A 
Formules 



A.l Analyse et integrates 
A. 1.1 Integrates Gaussiennes 



Formule 1 


f+oo 






/ exp (-X 2 ) dX = x/tt 


(A.l.l) 




J — oo 





Demonstration. Soit I = f 00 e x dx. Alors 

j —00 




Formule 2 Soit 

Q(x) = Ax 2 + 5x + C 
A, B, C G C et 3? (A) > 0 pour la convergence. 

Alors 

exp (-Q(x)) rfx = ^- exp f -C + — J (A.1.2) 
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Preuve : 



Formule 3. Pour n > 0, 



ou 

(2n - 1)!! := (2n - 1) (2n - 3) . . . 5.3.1 == 

appelee double factorielle. (par symetrie, pour une puissance impaire f*°° x 2n+1 e~ ax2 dx 
0). 



Demonstration. II faut deriver la formule J*J^ e aa;2 dx par rapport a a et faire a = 1 a la fin : 



" + 00 

-oo 

soit 

f + OO 



oo 



On a 

cfV„ r + °° , __ 2 , ^/_i\/_3\ / 2n-l 



done 



□ 



A. 1.2 Transformee de Fourier 

Dans IR 3 , on a la fonction de Green de la particule fibre : 

1 p ik\x-y\ 

—A + k z 47r \x — y\ 

Demonstration. On pose k = in e iR. Utilisant la relation de fermeture en base d'impulsion 

(et H = 1), 

If 1 

(x\ t , >9 |y) = / d 3 p(x\p)(p\y) 



A + P |y/ J |1V (p 2 + « 2 ) 

d 30 e ip.(x-y)_ 1 



(2tt) 3 7 ^ (p 2 + 

Pour calculer cette integrate, on passe en coordonnees spheriques et utilise la formule des 
residus pour obtenir 

I e ~K\x-y\ e ik\x-y\ 



(;r 



—A + k 2 4tt \x — y\ Arc \x — y\ 



□ 
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A. 2 Algebre 

A. 2.1 Series 

Serie arithmetique et geometrique @@ 

A. 2. 2 Diagonalisation d'une matrice 2x2 
Formule generate : On considere la matrice 



.4 



a b 
c d 



Alors la matrice A se diagonaliseQ : 



A - PDF , F - \ ^ ^ I , D - I a+d ^ 



avec 



A = (a - d f + 46c 



Remarque : la matrice P contient les vecteurs propres en colonne, et ils sont definis a 
la multiplication pres par un nombre. 

Cas particulier : Si 

A-(° M P-( 161 D-(^ ° 

A ~\b Oj' \b b )> { 0 -\b\ 

A. 2. 3 Relations de commutation 

On a : 

[q,p] = ih 

dF(p) 



[q,F(p)\ = ih 
[F(q),p] = ih 



dp 
dF(p) 



dq 

preuve : Voir (CBF] p 172. 

Si les operateurs A, B verifient : 

[A, [A,B]] = [B,[A,B]]=0 



1. Avec le logiciel gratuit xcas de calcul formel (pour l'obtenir, taper xcas dans google). Et dans 
xcas, ecrire : A: = [[a,b] , [c,d]] ; D:=egvl(A); P:=egv(A); On verifira que simplify (P*D*inv (P) ) ; 
redonne bien la matrice A . 
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alors on a la formule de Glauber 



exp (A) exp (B) = exp ([A, B] /2) exp (A + B) 



(A.2.1) 



preuve : Voir [CBF] p 174, ou TD. 

Autre preuve : poser C = i [A,B] ; Alors les trois operateurs (A,B,C) verifient 1' algebre de 
Weyl-Heisenberg (comme q,p,ih) : 

C=[A,B], [A,C] = [B,C] = 0 

Considerons les matrices : 

0 1 0 \ / 0 0 0 \ / 0 0 1 

,/ i0 0 0 , 6= 0 0 1, c = 0 0 0 
000/ 0 0 0 0 0 0 



qui verifient aussi la meme algebre. On procede comme dans la section 2.2.6.4 on verifie sur les 
matrices 3x3 que e a e b = e c / 2 e a+b □. 



A. 2. 4 Algebre des matrices de Pauli 

On a 

'a. 1) ( a.B] = A.B + ia. [AaB 



valable meme si A, B sont des operateurs. 
Si u vecteur unitaire : 



exp {iipa.u) = cos <p + % sin ip a.u 



(A.2.2) 



A. 2. 5 Relations sur les matrices 

Pour une matrice A (ou un operateur a Trace) on a 



det (e A ) 



,Tr(A) 



A. 2. 6 Inverse d'une matrice 2x2 

Si A = ( ° ^ et Det (A) = ad-bc^0 alors 
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A. 2. 7 Relations de commutations 

Pour 3 operateurs A, B, C on a 

[AB, C]=A [B, C] + [A, C] B 

Demonstration. On ecrit : 

[AB, C] = ABC - CAB = A{[B,C] + CB) - CAB 
= A [B, C) + [A, C] B 



□ 



A. 3 Calcul differentiel dans M 3 

references : Jackson |Jac75| . debut et fin. 

Ici f(x) represente une fonction. V(x) represente un champ de vecteurs. 

A. 3.1 Rappels sur le calcul differentiel vectoriel. 

Voir Feynmann "Electromagnetisme", chap 2. 



o Pour un champ scalaire V(x, y, z), le champ vectoriel W = gradl/ a pour coordon- 
nees : W x = f£, W y = ^, W z = %. On ecrit aussi : gradV = VV^. 

o Si E = (E x , E y , E z ) sont les coordonnees du champ vectoriel E(x) } alors le champ 
W = votE a pour coordonnees : 

W = 9Ez dEy 

x dy dz 

= 9E X _ 8E Z 
y dz dx 

W = " E v _ 9E X 
z dx dy 

on s'en rappelle en ecrivant : rot^ = V A E avec "l'operateur vectoriel" V = 

A. d_ d_ 

dx ' dy y dz 

o Et 

- fdE x dE v dE z 
divE = — - + — ^ + — - 
\ ox ay az 

qui se retient en ecrivant divE = V.E. 
o Le Laplacien AV est le champ scalaire : 



. d 2 V d 2 V d 2 V 

AV = 1 1 

dx 2 dy 2 dz 2 
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Proprietes importantes 



rot fgradV 



0 



div (n&E^J = 0 

div(gradV) = 
rotrot (a) = grad (div (a)) — Aa 



Formules de Stokes 

o Si 7 est un chemin dont a, b sont les extremites, alors 



f ^3(/).df = f(b)-f(a) 



o Si S est une surface dont7 est le contour, alors 



nd 2 s = Vdl 



o Si V est un volume dont le bord est la surface S = dV, alors 

div(V)d 3 v = I V.nd 2 s 

V JT,=dV 





Lemme de Poincare : Reciproquement les formules suivantes 

grad / = 0 =>■ / = cste 
iotu = 0 =>- 3f, tqw = grad/ 
div v = 0 =>- 3u, tqv — votu 

ne sont pas toujours vraies. Elles sont vraies sur un domaine V de l'espace qui est une 
boule (contractible en un point), ne contenant done pas de trous. 

A. 3. 2 En coordonnees spheriques : 

gr^(/) = (d r f) e r + (±dofj e e + (j^—Q^f) <V ( A -3-l) 



A.3. CALCUL DIFFERENTIEL DANS R 3 



A. 3. 3 Relations 

a A (b A cj = (a.c)b- (a.bj c 

rot (a A = a (div b^j - b (div a) + (b. V ) a - 

div^aA&j = rot(a).6 — a.rot(6) 

r~ot (/.?) = gr^(/) AV + f r"ot(y) 
div (/ a) = grad (/) .a + /.div(a) 

2 



div(e r 

(a.\^j e r = - (a — (a.e r ) e r ) 



r 

r 
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Annexe B 



Solutions des exercices 



B.l Chapitre 1 



Exercice 1.1.2 page 24 



< x 0 ,Po,<t\xo,Po,c >= ~ — I dxexp (- (x - x Q ) 2 / a 2 ) = \. [ dX exp (-X 2 ) = 1 

(na 2 ) 1 J (tt) 1 J 



C'est une integrate Gaussienne, voir eq.(A.l.l), avec le changement de variable X = 



Exercice [2] page [43] II y a une infinite d'autres possibilities plus ou moins explicites. En 
voici un exemple simple. (W k ) k defini par 



W 0 = V 0 



W * = ^> M + v -k) » w -k = (V k - V„ k ) , si k > 0 



On remarque que W k (x) = J \ cos (^p), W- k (x) = J § sin (^p) pour k > 0 



Exercice [4] page 51 Verifions la relation < x\x\<f> >= x < x\(j> >. On a en effet 
(x\ J x' \x' >< x'\dx' |0) — fx' 5(x' — x)(x'\(p) = x (x\<j>). 

Remarque : une telle ecriture n'est pas correcte mathematiquement car \x) £ 7-L. L'outil 
mathematique approprie est le theoreme spectrale. L'idee est d'introduire le projecteur 
Px = " Jl \x)(x\dx" et d'ecrire de fagon equivalente x = f_°°xdP x . 
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Exercice [5] page [53] on a 

i>xoj>o,*(p)=<P\xo,Po,<7>= [ dx < p\x >< x\x 0 ,p 0 ,a > 
I I f . f .(Vn — V) x\ I (x - X 0 ) 2 



.(po-p)x\ 
ax exp ( i J exp 



2a 2 



a 



, XoPo\ ( x 0 p\ 



jp-PoY 
2{h/a) 2 



(BAA) 



ou l'integrale Gaussienne se calcule par la formule (A. 1.2). Remarquer la similarite de 



l'expression obtenue pour fp xo ,po,c{p) avec celle de 4> xo ,p 0 ,a(x), m is a part facteur de phase 
constant. 



Exercice 1.6.5 



page 



70 



1. Partant de (A) (t) = (i/;(t)\A(t)\i/;{t)) = (il;\U(-t)A{t)U(t)\i/;) avec U(t) = exp (-iHt/h}. 



On derive en t = 0 : 



. d(A)(t) 



I iH 



h A — A^+^yip) donnant le resultat souhaite. 



2. Pour A = H suppose independant du temps, cela donne = 0 qui montre la 
conservation de l'energie moyenne au cours du temps. 



3. On a d (x) jdt — ^ 
une relation de la page 

-<£(*)>■ 



x,H 
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= jfk-MX'P 2 ]) = 

De meme d (p) jdt 



ou la derniere egalite utilise 



iti 



p,H 



B.2 Chapitre 2 



Exercice 

x\T\ =< x 



2.1.5 



A 



page 



94 



par definition, < x\T\\ij) >=< x — X\if) >, V|-?/> >. Done < 
Done T^\x >= \x — X >. Ensuite, T\ est un operateur unitaire, et 



= T x 1 = T_a- donnant T_a|x >= \x — X >. 



Exercice 12.1.7 



page 



1. U (t 0 ) = exp ((x) Ht 0 ^j. En effet si on derive \ip (t + to)) = U (t 0 ) \if) (t)), par rap- 
port a t 0 , on obtient = HU (t„) \ip (t)) = (f ) Hty (t + 1 0 )) qui est 



l'equation de Schrodinger. Par ailleurs pour t Q = 0, on a bien U (t 0 = 0) = I. 
2. On a 

d(x\ip xo ) d , , d , , d , , , d 



dxo 



dx 



a#x„) 



o 
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car p = -ifr-^. Done ^™ = (f ) p\ip Xo ). Notant \ip XQ ) = f Xo \tp), comme dans la 
question (1), on deduit que 9T q^ = (f ) pT (xo) et done T {xq) = exp ((f) p^o)- 

3. Soit ip (p) = (p\i>)- En suivant le meme calcul que ci-dessus, le generateur des 
boosts est b = —ih^. Or on sait que x = ih-j^ (cela se verifie sur l'equation 

(p\x\x) = x(p\x) = x Cste e~ ipx l h = ih-^(x\p)). Done b = —x. On deduit que 

B(p 0 ) = exp ((f) {-x)po). 

4. On deduit que e^e^ = e^e^e^'^ et done que e~^e~^e^e^ = e^'^L Dans le cas 
qui nous interesse, e A = T (x 0 ) = exp ((f ) j3x 0 ), soit A = (f)j3x 0 , et e B = 
B ipo) = exp ((f) (— x)p 0 ), soit B = (f ) (— x)p 0 . D'apres [x,p] = ihld, on ob- 
tient A, B = — (f) x 0 (f ) p 0 [p, x] = —ix 0 p 0 /h = —iS/h, donnant la relation 
recherchee. 

S/ (2nh) est le nombre de cellules de Planck (2irh) contenues dans la surface S. Ce 
nombre intervient dans la formule de Weyl, voir cours. 



Exercice |2.2.7| page [TTI] (voir aussi |DGLR89| p.378). 



1. On a E n = hw (n + I) 



P n = ^exp(-E n /(k B T)) = I e -«(«+V2) 

avec 

_ hw _ 0 

a ~kf~T 

Calcul de la constante Z : il faut Y^=®Pn = 1 (normalisation des probability) . On 
a la serie geometrique S a := (J2 n >o e ~ an ) = i-e-° done 



oo ^ 



z 

n=0 



done 



Alors 



e 



-a/2 



l-e~ 



(E x ) = ±P n E n = ^^ a{n+1/2) + 
e- a ' 2 \ Y< ne ~ an + \Y. e ~ an 

n n 



n=0 



II nous faut calculer 



n>0 



d 

da (1 - e - 



I>~"" = -^( s ">- 
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Done 



hu\ fl + e- a 



hu\ , / ex. 
— coth - 
2 ) V2 



— coth — 
2 J \2T 



l-e~ a 

2. Pour l'energie moyenne d'un atome a 3 dim : 

(E) = (E x ) + (E y ) + (E z ) 

Pour une mole d'atomes, l'energie moyenne est (U) = Af (E) avec Af = f nombre 
d'Avogadro. Alors 

/rn 3R& ,/e\ 
et done la capacite calorifique molaire est 

C = 



d(rj) _ 3/^e (-1) /-e\ _ / e_y i 

r/V 2 sinh 2 (§) \ 2T2 " " 



2T; sinh 2 (§) 















o 




0 — 














y 
















/ 


















/ 


/ 
















0 


/ 


















0/ 

V 



















T/0E 

Pour T < 9, on a C ~ ^e" e / T — >■ 0. On remarque que 

0 



V- 



ou if est la "constante de raideur" de la liaison entre atomes. Done Corps dur 
(diamant)<^if eleve <^6 eleve. 

Pour T 3> 6 on a C — > 3R. Cette valeur s'obtient aussi par le theoreme d'equiparti- 
tion de l'energie (valable en mecanique classique pour des Hamiltoniens quadratiques 
seulement). 
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Exercice |2.2.8| page [TT9 



1. On a X x = 2L/a, X y = 2L/b, \ z = 2L/d, avec a,b,d G N* entiers. Done k x = ^ = 

1 /2 

^a, etc.... La frequence de ce mode (a, 6, d) est a;^^ = cfc = c (fc 2 + /c 2 + /c 2 ) = 

7tc ( ^2 + |s + % ) ■ L'energie du vide quantique dans la boite est alors (en pen- 
sant aux deux etats de polarisations possibles) 

£{l)=2 ^ 7^a,b,d 
a,b,d>0 

La divergence de £ (/) est due aux hautes frequences u ; appelee divergence ultra- 
violette. 



2. On a 



£{l) = h 



a,b,d>0 

1/2 



/ 2 \ ' 

et uj a>b>d = ™ ( (a 2 + b 2 ) + d 2 ) . Comme (l/L) <C 1, on peut traiter a, b comme 
des variables continues dans la somme (approximation de Riemann d'une integrate), 



et done 

£(l)~hJ2 [ dadbujc " 
d>o J 



Ensuite, on utilise des coordonnees polaires (a, b) — > (u, 9), e'est a dire (a 2 + b 2 ) = u 2 
et dadb = ududO, et 9 = 0 — > ir/2. Alors 



, . POD 

XlJ d>0 J ° 



V2 

udu 



Finalement, le changement de variable it — )■ a; = y ( (^) w 2 + d 2 ) , donne 
udu (f ) 2 et 



J2 /"oo 



2vrc 2 d>o _ ^ 0 

hL 2 ^ d 2 ( 1 
27rc 2 ^— ' <ia 2 \ a 



avec uq = yd, et a = l/a; c . Ensuite Xld>o e at "° = Sd>o ( e 



-e 1 



1— e i 
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e I — 1 



(suite geometrique). Done 



hi? d 2 



£{l) 



1 



2tcc 2 da 2 \a e a i — 1 
hcn 2 L 2 d 2 ( 1 



2Z 3 dx 2 \x(e x -l 



avec x = aire/ 1 = irc/(u c l). 
3. Ensuite 

1 



1 1 



1 



done 



ct 



x (e x - 1) x 2 2x 12 30 x 24 
d 2 ( 1 \ 6 1 1 



x' 



dx 2 \x (e x - I) J x 4 x 3 15 x 24 



+ O (x 3 ) 



+ 0{x) 



£(l) 



hcn 2 L 2 f fu^ 4 
2P 1 vrc 



7TC 



hc7i 2 L 2 



U c \ 3 



TIC 




15 x 24/ 3 



4. On a 



[/(/) = 8(l)+8(L-l) 



1 1 '%(^ L 



7TC 



J 15x24V^ 3 (L — I) 



+ ... 



pour L > Z. Done F Ca si m ir (Z) =- dZ 
termes suivants s'annullent, done 



dU _ heir 2 !? ( 3 1 
2 V 15x24 i 4 



+ ...) et pour co c — >■ oo, les 



Casimir 



(I) 



fiCTT L 1 

240 Z 4 " 



Exercice 2.2.13 



page 



126 



1. Utiliser la relation (A. 2.1), qui s'applique car [q,p] = ihld, [a,a + ] = Id. 



2. Utiliser les expressions ( |2.2.29[ ), et pour montrer la derniere ligne, le fait que a|0 >= 

10 >= 10 >. 



0, done exp(— za)\0 >= Y^ r 



za) r - 



3. Calculer d(e aa \qp >)/da en a = 0. 
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Exercice |2.2.15| page [128 

1. On verifie que cette representation par des matrices 3x3 verifie bien les regies 



(2.2.15). Par exemple, on calcule : [tp (a) , tp (a + )] = tp (a) tp (a + ) — tp (a + ) tp (a) 
... = p (l) ; etc... 



2. On a Q = ^= (a + a + ), done <p (^—ia'Q 
exp (y? ( — ia'Q 



—la 



i\ i 



U ± U \ 

0 0 1 J , et (p ^exp ^— ia'Q 



0 1 0 
0 0 1 
0 0 0 

Pour cette derniere egalite, 



1 (-ia')/V2 -a' 2 /A _ 
0 1 {-ia') /y/2 

0 0 1 

/ 0 1 0 \ / 0 0 1 

on utilise le fait que, posant M — 0 0 1 , on a M 2 = 0 0 01 <'t 

\ 0 0 0 / \000 
M n = 0 pour n > 2. Done exp (AM) = J2 n >o h ( XM T = M° + XM + \\ 2 M 2 = 
1 A A 2 /2 \ 

0 1 A . On procede de meme pour les quatre autres expressions. Finale- 
0 0 1 / 
ment, on calcule le produit de matrices, [j] : 

tp (exp ( ) tp (exp ( —ia'Q ) ) tp (exp ( —i/3'P) ) tp (exp (—iOh)) 




A = —z e , B — —27 + - \z 



1 , , |2 i 



que Ton identifie avec (2.2.37), pour obtenir (2.2.34). 



Exercice 2.3.2 page 133 E F ~ 3eV, V F ~ 10 6 m/s. 



Exercice [6] page |133 



1. Un mode occupe le volume elementaire A 3 xA 3 k = (27r) 3 dans l'espace de phase 
(x, k \ Considerons un intervalle de frequence dv. D'apres u = 2-ku = ck, cela 
correspond a 



dk = — dv 

c 



et a un volume dans l'espace k de 



V fc = 4nk 2 dk 

1. Pour ces produits de matrices, ainsi que ces exponentielles de matrices, on aura interet a utiliser un 
logiciel de calcul formel (comme Maple, Mathematica ou Xcas qui est un logiciel gratuit et libre) . 
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(volume de la sphere de rayon k et epaisseur dk). Done dans un volume V et un 
intervalle de frequence dv contiennent 

dn = 2{VV k ) / {2nf 

modes. Le facteur 2 tient compte des deux etats de polarisation possibles d'un mode 
(droite/gauche). Done 

2V (4nk 2{ ^du 



MVv 2 , 

dn = 5 = = — dv 



(27T) 



c 



3 



2. On a (N mode ) = J2^ =0 PnN, avec la probability P N = -| exp (— E N /kT). Comme 
1 = ^2 n Pni 011 deduit que la constante Z est donnee par 

Z = ex P {~E N /kT) = ex P (-« ( N + 1/2)) 

TV N 




avec a = (hu) jkT et la serie geometrique S = ^2 N>0 e aN = . Alors 

oo 

(N mode ) = ^P/viV 

N=0 

±X>exp(-a(iV + l/2)) 



Z 

N 



1 _ a / 2 / dS^ If dS 



e — — 



*/2S- V da/ S \ daj e a - 1 
1 



e hv/(kT) _ I 

appelee distribution de Bose-Einstein. Ensuite 

diV diV dn dn 

; ~, ; ^ -'•mode — ; 

an d^ dz/ 



3. m(z/) = ^ (/iz/) 



diV _ Stt/w 3 



c 3 e IT.l 



Exercice [7] page 



135 
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1. Un mode occupe A 3 xA 3 k = (27r) 3 . Considerons un intervalle de frequence dv. Pour 
les ondes S, cela correspond a dk = ^dv, et un volume dans l'espace k de 14 = 
4nk 2 dk (volume de la sphere de rayon k et epaisseur dk). Done dans un volume V 
et un intervalle de frequence dv = ^dk contiennent dns — 2 (VVk) / (2vr) 3 modes. 
Le facteur 2 tient compte des deux etats de polarisation possibles d'un mode. Done 



dn<- 



2 (4tt) Vv 2 dv 



de meme pour les ondes P : 



drii 



(4tt) Vu 2 du 



2. D'apres l'hypothese d'equidistribution entre les modes, le rapport d'energie est egal 
au rapport du nombre de modes : 



Ep 
E s 



dri} 
dn<- 



V P 



1 



2(1,73)' 



1 

10 



Exercice [9] page |136 
1 



On a T q Bp 



it 



exp (—iqp/H) exp (ipx/ti). Utiliser (A.2.1), avec A = —iqp/h, B - 
ipx/ti, [A, B] = (qp/h 2 ) (-ih) donnant e A e B = e B e A e^ done f q B p = e- iS ' h B p f, 
avec S = qp qui est la surface du carre dans l'espace de phase concerne par les 
translations. En terme de mecanique analytique, e'est une action. Les operateurs 
commutent lorsque S = nh, n G N e'est a dire lorsque la surface contient un nombre 
entier de cellules de Planck. 

e A+B e \[A,B\_ On a B = ifP, - P,) (q-Qi) - t(Q 2 



2. Utiliser (IA.2.11) :e A e B = e A+B e^ A > B K On a B = i(P 2 - Pi) [Q - Qi 

Qx) (p -Pi), A = t(P 3 - P 2 ) (Q - Q 2 ) - t(Q 3 - Q 2 ) (P - P 2 ) , et \ [A, B\ 

-%(P2-Pi)(Q3-Q2) + UQi-Qi)( p 3- p 2) = -|2$Al2 = -z S/fr :produit vectoriel 
et S est la surface hachuree (dans les unites q,p). On a S/h = | (P2Q3 — P1Q3 + P1Q2 — Q2P3 
On a done 



-D2,3-Dl,2 

. Par ailleurs 

D h3 



-iS/h 



exp (A + B) = e- i5/ri exp [i(P 3 - P^Q - i{Q 3 - Qi)P) exp (i (-P 2 Qi + Q 2 Pi 



. Finalement, D 2 , 3 Di,2 
3. Par recurrence. 



exp [i(P 3 - Pi) (Q - Qij - i(Q 3 - Qi) (P - P\ t 
= exp (i(P 3 - Pi)Q - i(Q 3 - Qi)p) exp (i (-P3Q1 + Q3P1)) 

D x 3 e- iS / h e i2S / h = e+ iS / H D 13 . 
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Exercice [10] page |137| 

dq " dp 



1. fffop) = H(q 0 ,p 0 ) + (q- g 0 ) -fr + (p-po) + o(Ag, Ap), avec Ag = g - g 0 , 



Ap = p- p 0 . 

2. H\q 0 ,p 0 >~ (^H(q 0 ,p 0 )Id+(q-q 0 ).^ + (p-p 0 ).^ \q 0 ,p 0 >. (On a remplace 
q et p par les g et p). 

3. Ainsi 

C/(At)|g 0 ,Po > = exp (-iHAt/h) \q 0 ,Po > 



-i \H{q,p)Id+{q-qQ).— + {p-p Q ).— \ At/hj \q 0 ,p 0 > 



done U(At)\q 0 ,p 0 >= exp(-iEAt/h)D 0A \q 0 ,p 0 >, avec q 1 - g 0 = ^-Ai et pi - 
p 0 = — fpAf son t les deplacements du point (go,Po) P ar l a dynamique classique, et 
= H(qo,p 0 ) est l'energie du point classique, conservee au cours du temps. Sur la 
duree At infinitesimale, le paquet d'onde est done translate dans l'espace de phase, 
comme le point classique. 

4. Alors en sommant des deplacements infinitesimaux, 

^(*)|<7o,Po >- exp(-«'£'t/^)II^ : o 1 A,i+lko,Po >= exp(-iEt/h)exp(iS/h) D 0 ,M(t)\Qo,Po > 

, ou M(t) est revolution classique. 

5. On a U(t')\(f) >= J Q T e iE(t+« ( t + t')\q oPo >= e~ iEt '/ n jj +t ' e iEt / h U(t)\q 0 ,p 0 > 
dt = e~ lEt '/ h \4> >, a condition que e lET ^ n U(T)\q 0 ,p 0 >= |g 0 ,Po >? car alors 

T+t' pt' 

e lEt ^U(t)\q 0 ,p 0 > dt= e iEt / H U(t)\q 0 ,p 0 > dt 

T JO 



6. D'apres ci-dessus, la condition s'ecrit : exp(iS/h) -Do,M(r)|go,Po >— ko^Po >? °u S 
est la surface de la trajectoire (action). Or M(T) = M(0), done il faut exp (iS/h) = 
1, soit 

S = hn, nGN 

appelee regie de quantification de Bohr-Sommerfeld : la surface doit contenir 
un nombre entier de cellules de Planck. 

Pour l'oscillateur Harmonique, cela donne (voir section precedente) E n ~ hum. (II 
manque l'indice 1/2). 



Exercice 



2.3.3 



page 



140 



(Voir |CBF| p571). On a J = f*™ f*™ ^ h dxdp\x,p,a)(x,p,a\ 



I-:i^^dpD(z)\0){0\D- 



e za+ \0). Or e za+ |0) 



exp 



2 



[z). Or D(z)\0) = exp (-^-J exp (^a+) exp (-^a) |0) 
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Done J = J2 n ,n' I dX h yfnn e ~ lzl2 \ n )( n '\- Mais d'une part = dQAdPetJdQdPz 11 !? 
f dpd9 e~ p2 p n+n ' ' e l9 ( n ~ n ') = n\5 n}n > en coordonnees polaires (p,9) et integration sur p par 
parties. Done J = J2 n>0 \n)(n\ = I. De fagon plus elegante, cette relation de fermeture est 
une simple consequence du lemme de Schur (theorie des groupes) voir |Per86| p. 15. 



Exercice [8] page |136| @@ revoir, voir correction de J JB 
1. Le Hamiltonien classique est : 

^2 



H(x,p) 



p2 



2m Amor 

Soit une valeur E < 0 fixee. On cherche le volume de l'espace de phase des points : 

= {(x,p)/H(x,p) < E} 

On utilise naturellement les coordonnees spheriques : p = (p, <p p , 6 P ) et x = (r, if, 0). 
Alors (utilisant dx = r 2 dr sinOdOdtp) 



V(E) 



Vol (S^) = / dxdp 



(4tt) 5 



(Anf 



r 2 p 2 drdp 



E>1 



2 m 47T£Qr 

4 /*oo 



3(A7ie 0 y 



1 



p 2 dp 

m z l 2 T\ \ 



e 4 m 3//2 7r 



3(4tt5 0 ) 2 \AV2(-Ef/ 2 ) 12V2(-E) 3/2 e 2 



Ensuite d'apres (2.3.2) 



N(E) 



V(E) 



e 4 m 3/2 7r 



h 3 12V2(-E) 3/2 e 2 h 3 
2. On deduit la densite de niveaux semi-classique p sc (E) - ' x 



e 4 m 3/2 ?r 



qui 



dE 8V2(-E) 5 / 2 £ 2 0 h3 ' 

est une expression valable lorsque les niveaux deviennent denses, e'est a dire pour 
E ->• 0-. 

A partir de l'expression E^ xact = — % avec e± = ^ = 13,6 eV, on a (sans oublier 
la degenerescence du niveau E n qui est n 2 ) dN = n 2 dn done dN/dE = n 2 dn/dE = 

1 m 3 / 2 e 6 

2 23/2^3(_£;)5/2 • 



378 



ANNEXE B. SOLUTIONS DES EXERCICES 



B.3 Chapitre 3 



Exercice |3.1.2| page 149 on a x = R 1 x' et la valeur de la fonction d'onde n'est pas 
changee lors de la rotation : ip'(x') = ip(x), done : 



fB.3.1) 



(situation semblable au cas de la translation, figure (2.1.1)). 

On peut obtenir le meme resultat avec la notation d'operateurs : ip'^x') =< x'\R\ip >=< 
R + x'\il) >=< R^x'lip >= ip(R^ 1 x') } ou on a utilise le fait que l'operateur rotation est 
unitaire. 



Exercice 3.3.1 page 169 Electrons bidimensionnels dans un champ magnetique 
constant, avec un potentiel periodique : le spectre fractal de Hofstadter.^] 

1. B = rot (A) = {d x A y - d y A x ) e z = Be z . Alors 



H(x,p x ,y,p y ) 



±-(p-eA) 2 + V{x,y) 



eB 



Py ~ ) I + V"(-r./y) 



2. Pour les unites, [Q] 

^1 — [Px] — \Px 



[Px 



1 (pensant a -1 = ev A B) et 



[VMB] y/\px]m\px]/m " dt 

— (fa ]/m) m = 1- DoncfQ, P, q,p) sont sans dimension. A partir de 



[x,p x ] = ih et [y,p y ] = ih, on calcule 



Q,P 



[q,p] =ih, 



eff 



et les autres commutateurs sont nuls. On a finalement : 



2nh, 



3. On obtient 



H ((). P. ,/. ,,) -- '-f (P 2 + Q 2 )+V (-X (p + ^KTfP) ,-x(q+ y/h^fQ)) 



2. Ce spectre a ete etudie dans D. Hofstadter, "Energy levels and wave functions of Block electrons in 
rational and irrational magnetic fields" Phys.Rev.B 14,2239, (1976). II est (partiellement) observe expe- 
rimentalement dans : Albrecht et al. "Evidence of the Hofstadter Fractal energy spectrum in the Quantized 
Hall Conductance " Phys. Rev. Lett. 86,147 (2001). Chercher "hofstadter butterfly" dans Google. 
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4. Si V = 0, alors H (Q,P,q,p) = (P 2 + Q 2 ) est un oscillateur harmonique. Scs 
niveaux d'energie (niveaux de Landau) sont done : 

E n = hw^n + ^j, n = 0,1,2,... 

mais les variables (q,p) n'interviennent pas. Cela montre que chaque niveau est 
infiniment degenere (comme la dimension de l'espace de Hilbert des operateurs 

(La suite est facultative) 

5. La periodicite est 1 selon q et selon p. Les generateurs des translations sont respec- 
tivement (p, —q), et [q,p] = ifo e ff- Par consequent 

T q = exp(-ip/h eff ), f p = exp(iq/h eff ). 

6. La relation de Glauber donne f q f p = e ^ ip/K "^ /h ^]f p f q = e^^f p f q . Done 



T T 



0 si et seulement si 



2-Kh, 



= N e N : entier 



eff 

Cela donne 4- = tt4 — = N . Autrement dit, il doit y avoir un nombre entier de 
quanta de flux a travers la surface elementaire X 2 . 

A.N. : N = avec X = 2.1(T 7 m, B = 0,21T., h = 6, 6.10~ 34 J.s., e = 

1,6J0- 19 C,^= 10 - 14 6 %IC 0|21 ^2. 

7. Avec cette condition, on peut (comme dans la theorie de Bloch), chercher les etats 
stationnaires parmi les vecteurs propres communs de T q et T p qui verifient, T q \ip) = 
e t01 \ifj) et T p \ip) = e ld2 \ip). Les etats stationnaires ainsi trouves (^(^1,^2)) vont 
dependre des parametres continus {61,62) et d'un indice discret n. Cela donnera un 
spectre en bandes. Chaque bande est indicee par n. 

8. Avec les notation ci-dessus, appelons H (61, 6 2 ) l'espace des fonctions de Bloch veri- 
fiant f q \ip) = e i6l \i)) et f p \tp) = e i92 \tp). Comme f q \ip) = e i6l \i)), la fonction d'onde 
ip(q), est periodique (a une phase pres), de periode 1. Par consequent, sa transfor- 
mee de Fourier tp(p) est discrete, avec un pas Ap = h e ff = ^. Or T p \^} = e td2 \^), 
ce qui signifie que ip(p) est elle meme periodique, de periode 1. Dans l'intervalle 
p £ [0, 1[ il y a 1/Ap = N composantes, et l'etat|^) n'a done que N composantes 
independantes. L'espace des fonctions de Bloch H (9i, 6 2 ) est done de dimension N. 
Avec la perturbation V, le premier niveau de Landau perd sa degenerescence et il 
apparait done N bandes de Bloch. (Cela est aussi vrai pour les autres niveaux de 
Landau). 
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A 




^y 



Bz 



^y 



^y 




1/51/4 1/3 



X 

9. La condition 2iih, 



1/2 2/3 3/4 
Flux magnetique 



<i> /* 



1 



h 



4>o 



b v - 
X7 



e // = est exceptionelle. Par contre, si 2nh e ff — eBx2 
on considere une cellule de base de cotes X et Y = aX, done de surface 



2wfr 



aX 2 . Pour cette cellule de base, la constante effective 2Tih' t 
Done (2irh' e ff) 1 = b G N est entier, les resultats precedents s'appliquent et on 



deduit que le spectre est forme de b bandes. Ainsi lorsque </>/</>o varie continuement, 
le denominateur b (et done le nombre de bandes) varie discontinuement, ce qui 
explique l'aspect fractal du spectre obtenu. Voir figure. 



B.4 Chapitre 4 



Exercice page |188| le resultat ( |4.5.1[ ) montre que cette relation est vraie pour les 
trois vecteurs de base e; de IR 3 , ce qui peut s'ecrire 



Alors 

ih(uAV).S 



Sff, Sy 



UiS ei , UjS e . 



S P . , S P , 



ihS. 



eiAej 



ihti A Cj.S. 



j UiUjei A Cj.S 



Exercice 4.4.1 page ?? 

1. Soit un etat de spin 1/2 quelconque note 



\ip >= a\+ z > +b\- 



> 



avec a, b e C. Si b ^ 0, alors on ecrit >= b\(p) avec \(p) = z\+ z > +\— z > 
et z = a/b. De fagon tres generate, les probabilites associees au resultat d'une 
mesure sur un etat quantique, ne change pas si l'etat est multiplie par une constante 
complexe. Plus precisement, si \ip >= b\<p), et A est une observable (operateur) : 



\A\ 



\b\ 2 (v\A\v) (<p\A\<p) 



\b\ 2 (<p\<p) 



Par consequent \ip) et \<p) decrivent les meme "etats physiques" 
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2. On calcule 



\S x \iP) 1 li, n /0 l\/a\ H2^(z) 



(V#> |a| 2 + |6| 2 2 v ' y V 1 0 J V b ) 2l + | z | 
de meme : 

*" ~ 2l + |^| 2 ' 52 2l + |^| 2 

Done s 2 = s 2 x + s\ + s 2 z = (|) 2 . (Ne pas confondre s 2 = (S x ) 2 + (S y ) 2 + (S z ) 2 avec 

<s 2 ) = ^ (!)(! + !))■ 

3. En coordonnees spheriques (s, 0, </?), = | sin 0 cos <p, s y = | sin 6* sin y?, s z = \ cos 6 1 , 
on obtient 

l + 2f l + cos# 2 # 

^ = t-t" = 3 ^ = COtf 



1-2% 1 -cosfl ° 2 



ct 



/ S S \ 1 i cos^ \ 
(1 + kl 2 ) (j-ij) = 2 + ^ rf) (cos^-2sin^)sin^ 



done 2 = cotg|e v . 
4. D'apres les schemas : 




Exercice [12] page |189 

1. On a vu en cours, que les generateurs S x , S y , S z s'expriment respectivement dans la 
base o.n. (\+ z ), \ — z )) par les matrices de Pauli (fo^, \a y , §<7 Z ) ; ce sont des matrices 
hermitienne 2 x 2 de trace nulle. Par consequent, l'operateur = U X S X + U y S y + 

U Z S Z = U.S e 71, U = {U x ,U y ,U z ) G M 3 (generateur des rotations du spin 1/2) 
s'exprime par la matrice |<7^ avec 



= U x a x + Uy(jy + U z a z 



U.a 



U, 



Urr. - iU„ 



U x + iU v -U z 
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2. Soit M e SU(2). On a (a) : M+ = M" 1 et (b) : det(M) = 1. Ecrivons M = 
exp (— zAG), avec A 6 E, et G matrice 2*2 qui est un "generateur" ,i.e. element de 
l'algebre de Lie su{2). Pour A — > 0, la relation (a) donne (1 + iXG + ) = (1 + iXG), 
soit G = G + . La relation (b) donne 1 = det(M) = exp (— iX Trace(G)) } done 
Trace(G) = 0. (La relation matricielle tres generale det(M) = exp (—iXTrace(G)), 
se demontre en ecrivant G dans une base propre, ou elle est diagonale). Ainsi l'al- 
gebre de Lie su{2) du groupe SU{2) est forme par les matrices hermitienne 2 x 2 de 

XL Z Ux Illy 



Ux I %Uy 



-u z 



trace nulle forme. Comme explique en (1), G est de la formeG 

u.a, et done les matrices de Pauli forment une base de cette algebre. 
3. Soit (f : O — > Mq l'application qui a un operateur de % S pin associe la matrice 2x2 
qui est son expression dans la base (\+ z ), \— z ))- On a vu que (p (^Sjj) = r ±ar T et 
que if : 1Z 

a <p (r) = if [exp y-j^ J J = exp ytp y , 
ip : R sp in — >■ SU (2) est un isomorphisme de groupes 



2 W U 

spm su(2) est un isomorphisme d'algebres de Lie. Pour R e R sp in, 

' - ' ~' S:r " • ' - exp (-^(Tff) qui montre que 



on 



Exercice 13 page 191 Voir eq(B.4.1). Cette fois ci l'operateur de rotation agit a la fois 



sur l'espace ordinaire et sur le spin : ip'±(x') =< x' , ±\R\ip, s >=< R + x',R + ± \ij),s>=< 
Br 1 !?, R^ 1 ± \ip, s>, e'est a dire : 



f + (x') 
il)'_{x') 



R 



spin 



X 



MR, 

^-{RjpaceX') 



-1 
espace 



(BAA) 



B.5 Chapitre 7 



Exercice |6. 5. 1| Diffusion nucleon-pion page 275, On a vu que £>i/ 2 <S> T>y 2 = V 0 ®Vi 
qui est la decomposition de Clebsh-Gordan. Si H est un operateur verifiant H, S =0 (in- 

variance par rotation) alors d'apres le Lemme de Shur, H exprime dans la decomposition 
V 0 © T>i est de la forme bloc: 



H 



Or on a vu que l'operateur A.I 
meme decomposition par 




X,fJ, e 



B.S!.S 2 = A + §/i 2 (J (J + 1) - |) s'exprime dans cette 



En = A 



\Bh 2 
0 Ex 



II suffit done de prendre A, B tels que A — ^Bti 2 
Plus generalement, pour le couplage ® Vj 2 



0 

A + \Bh 2 



A et fi = A + \Bh 2 . 



i=\h-h\ 



JDj, un operateur invariant 
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s'exprime comme Xjl sur chaque espace Vj de la decomposition. II y a done N = j 2 +ji — 
\j2 — Ji| parametres independant Xj. Comme l'operateur de Casimir S 2 est h 2 j (j + 1) / 
sur un espace Vj (et distingue done les espaces Vj) on deduit que un operateur invariant 

" - ( -> \ 2 / _ \ N—l 

peut s'exprimer sous la forme H = fi 0 I + niS 2 + /i 2 ( S 2 J + . . . + /ijv-i ( S 2 J .11 est 
possible de relier les (/Xj) . et les (A 3 -) .. De fagon equivalente on pourrait utiliser [S1.S2 
a la place de (s 2 ^) , les coefficients seraient differents. 



Exercice |6.5.2| Diffusion nucleon-pion page [281 , 

1. On a Hj=i <g) Hj=\i2 — Hj=i/2 © ^i=3/2j de dimensions 3x2 = 2 + 4 = 6 (d'apres 
dim?^ = 2j + 1). 

2. On obtient : 



\pn+) = 


3 3 
l 2'2 ) 






2> 


\pn°) = 


>/2/3||; 


i>- 




\p7t~) = 


x/l/Slf; 


-i> 


- a/2/31 


---> 

2' 2' 


\nii + ) = 


>/i/3||; 


2 > + 


v/2/31^ 


i> 


|nvr°) = 


V2/31I 


2> + 




-2) 


n7r _ ) = 


3 3 

l 2'~2 ) 















3. Dans un espace de representation irreductible, U doit agir comme l'identite a une 
constante complexe pres (Lemme de Shur). Done dans la decomposition "H,=i/2 © 
"%j=3/2 : 

17 =^/^/ 2 ^ o Al/2 j 2 

avec A3/2, A1/2 e C. 

4. On obtient : 



a (pix + — > pir + ) 



a 



— > nn 



a (pn — > pn J 



(p,7T + |f>b,7T + ) 



(n,vr°|f/b,7r-) 



(p,7T \U\p,1T ) 



A3/2 

V2 



A 



V2 



3/2 



1 , 2 

2^3/2 + 3^1/2 
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(a) si \A 3/2 \ > \Ay 2 \, alors a (pir + p7i + ) = \A 3/2 \ , a (pn ->■ rar°) ~ | |A 3/2 | , 
a (p7r~ ->■ p7T~) ~ | IA3/2 1 . 

(b) si \A 3 / 2 \ <C 1-^-1/2 1 j alors cr (jwr + — >■ p7r + ) ~ 0, o (pn~ — >■ n7r°) ~ | | /2 1 2 , cr — >■ £>7r~) ~ 

4 I A I 2 

9 | A V2| • 

2 

(c) si A 3 / 2 = A1/2, alors a (j»7r + — > pn + ) = \A 3 / 2 \ , a (p7r~ — >■ n7r°) ~ 0, a (jot - — > pn~) ~ 
I , |2 

1^3/2 1 • 



5. L'experience donne : 

a (pn + — > p7T + ) 
a {pit- — > nil 0 ) 
a (pir + — > j>7T + ) 

(7 (j07T~ — > J>7T~) 

On est done proche de la situation \A 3 / 2 \ 3> | / 2 1 - 

6. Duree de vie r ~ ^ = 6.510~ 24 s. L'espace de degre interne d'isospin de cette 
particule A est Hj =3 / 2 , de dimension 2j + 1 = 4. D'apres l'ecriture \j = 3/2, m = 
3/2) = |p + ,7r + ), etc... on deduit que |A++) = \j = 3/2; m = 3/2), |A + ) = \j = 
3/2; m = 1/2), |A°) = \j = 3/2; m = -1/2), | A") = \j = 3/2; m = -3/2). 



= 4.33 ~ 4.5 
= 8.47 ~ 9 
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